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المقدمة

ية والتزامه بإعداد المتعلمين لمواجهة متطلبات القرن الحادي والعشرين، جاء يا المصر ية نظام البكالور انطلاقاً من رؤ
مُحفّزة للتفكير. وقد ب نُي المنهج ياضيات للصف الحادي عشر ليتيح للطلاب خبرة تعلمّ عميقة وجذّابة و  تأليف كتاب الر

ياضية، وإكساب الطلاب القدرة على توظيف المعرفة والمهارات على ترسيخ الفهم العميق، وتنمية الثقافة الر
ياضية في سياقات الحياة الواقعية. الر

تقوم فلسفة هذا الكتاب على التعلمّ القائم على الاستقصاء؛ إذ يبني الطلاب معارفهم بأنفسهم من خلال الملاحظة وطرح
الأسئلة والتحريّ والاستدلال المستند إلى الأدلة. ويبدأ التعلمّ بمسائل ذات معنى ومواقف أصيلة وخبرات استكشافية

ياضية التي تتجلىّ في العالمَ من تثُير فضول المتعلمين وتدفعهم إلى البحث عن تفسيرات للأنماط والعلاقات والبنِى الر
ياضي قبل يرها، وإلى بناء فهمهم الر حولهم. وبهذا المدخل يوُجهّ الطلاب إلى اكتشاف الأنماط وصياغة التخمينات وتبر

ُجردّة. التعامل مع المفاهيم والمبادئ والإجراءات والنماذج في صورتها الم

يعكس تنظيم كل درس تدرجّاً متماسكاً من الاستكشاف إلى بناء المفهوم ثم التطبيق، وفق مسار المدخل ثم التهيئة ثم
الشرح ثم جربّ ثم التمارين. فتعُرض على الطلاب في البداية سياقات ومسائل وأمثلة مختارة بعناية تربط التعلمّ الجديد

ُحفّز على الاستقصاء، فتدعو المتعلمين إلى تحليل بخخبراتهم اليومية وبما سبق لهم تعل مّه. وتؤدي هذه المداخل دور الم
المعلومات وتفسير التمثيلات وتمييز الأنماط وصياغة تفسيرات أولية. وبعد هذه المرحلة الاستكشافية ينتقل الطلاب إلى
ياضية التي تقوم عليها تلك المواقف، والتي توفرّ إطاراً منُظّماً للفهم. وقد رتُبّ المفاهيم والمبادئ والإجراءات والنماذج الر

المحتوى عن قصد بما ي عُززّ الفهم العميق بدلاً من الحفظ الصمّ، فيتمكّن المتعلم من إدراك العلاقات بين
المفاهيم، وإقامة روابط ذات معنى بين الأفكار، وتوظيف ما تعلمّه بثقة في السياقات المألوفة وغير المألوفة على السواء.

ومن خلال مرحلتي جربّ والتمارين تتُاح للطلاب فرص الممارسة والتطبيق وتقويم فهمهم، وصولاً إلى فهم راسخ
ياضيات. ومتماسك ومترابط للر

ياضية والبحث المستقل. ويشُجّع الطلاب على اختبار الأفكار، يتُيح هذا الكتاب فرصًا واسعة لحل المسائل والنمذجة الر
وجمع البيانات وتحليلها، وتقويم الاستدلالات، واستخلاص نتائج مبُررّة. وبهذه ال�خبرات تنمو لديهم الثقة في توظيف

ياضي، فيصيرون شركاء فاعلين في بناء المعرفة لا مُجردّ متلقين لها. التفكير الر

يتكامل التقويم مع مسار التعلمّ بوصفه أداة للتعلمّ والتحسين معاً. وقد ضُمنّت الدروس أنماطًا متُنوعّة من أدوات التقويم
التكويني وال�تامي تعُين الطلاب على متابعة تقدّمهم، وتحديد جوانب النمو لديهم، وإظهار ما بلغوه من فهم. كما صِيغت
مهام التقويم بعناية لتحُاكي طبيعة الأسئلة التي قد يواجهونها في الامتحانات، مع تنمية مهارات التفكير العليا والاستدلال

التحليلي وتوظيف المعرفة في سياقات غير مألوفة.

المقدمة



المقدمة

ياضية. فتتُاح للطلاب فرص ًا أساسياً من أركان الثقافة الر ياضيات بعناية خاصة تبُرزها بوصفها ركن حظيت طبيعة الر
يعُنى المنهج كذلك بتقدير ياضية. و ياضية وتبُررّ وتنُقّح ويجري تداولها داخل المجتمعات الر لإدراك كيف تبُنى المعرفة الر

ياضي وفي دفع ين الذين أسهمت أفكارهم واكتشافاتهم في تشكيل فهمنا للعالمَ الر ياضيات والمبتكر إسهامات علماء الر
مسيرة التقدّم الإنساني.

ياضية، ومنها حل المسائل، والاستدلال، والتمثيل، والتواصل، والنمذجة، ُنميّ الكتاب بصورة منهجية مهارات العمليات الر ي
والتقدير، والتعرفّ على الأنماط، وتفسير البيانات، والبرهان. وقد دمُجت هذه المهارات في خبرات التعلمّ لضمان ألاّ

ياضي. ياضية، بل يمتد إلى تنمية اللكفايات اللازمة للتفكير والعمل على نحو ر يقتصر الأمر على اكتساب المعرفة الر

ياضية ومواكبةً لتطلعّات التعليم المعاصر، يعُززّ المنهج الوعي العالمي والانفتاح على العالمَ من خلال ربط المفاهيم الر
بالممارسات العلمية والابتكارات التقنية والتحدّيات البيئية وأهداف التنمية المستدامة. ويشُجّع الطلاب على تقدير الطبيعة

يات المحلية والوطنية ياضيات في معالجة القضايا التي تمسّ المجتمعات على المستو المترابطة للمعرفة، وإدراك دور الر
والعالمية.

ويسعى المنهج فضلاً عن ذلك إلى تنمية التفكير الناقد والتفكير الإبداعي، عبر إشراك الطلاب في تحليل المعلومات،
ياضية في مواجهة تحدّيات واقعية. ويدُعى وتقويم الاستراتيجيات البديلة، وابتكار حلول جديدة، وتوظيف المعرفة الر

ياضيات والعالمِ والمهندس، مستعينين بالاستدلال المنهجي والتفكير التصميمي المتعلمون إلى مقاربة المسائل بعقل عالمِ الر
في بحث الأسئلة وتطوير حلول عملية.

ياضيات وحياة الطلاب وخبراتهم. فعلى امتداد الفصول تعُرض ومن أبرز سمات هذا الكتاب الربط المقصود بين الر
ياضية في سياقات ذات معنى، مدعومةً بتطبيقات معاصرة مستمدة من العلوم والهندسة والتقنية والاقتصاد الأفكار الر
ياضيات وتعُين المتعلمين على تقدير أثرها في فهم العالمَ والبيانات والاستدامة والحياة اليومية. وتبُرز هذه الروابط قيمة الر

من حولهم وفي تحسينه.

ولا يقلّ عن ذلك أهميةً حرص المنهج على ترسيخ التعلمّ التأملّي. فيشُجّع الطلاب على ممارسة التقويم الذاتي والتأملّ ما
ُمكّنهم من متابعة فهمهم، وتقويم استراتيجيات تعلمّهم، وتحملّ مسؤولية متنامية عن نموهّم الأكاديمي. وراء المعرفي، بما ي
وبتأملّهم فيما يتعلمّونه وفي كيفية تعلمّه، تترسّخ لديهم عادات المتعلم مدى الحياة، القادر على التكيفّ مع ما يستجدّ من

تحدّيات وفرص.

ياضياً، مسؤولين، مبتكرين، مزوّدين بما يلزم من معارف وغاية ما يصبو إليه هذا الكتاب إعداد متعلمين متمكّنين ر
ُلهم رحلة التعلمّ هذه طلابنا استكشاف ومهارات وقيم واتجاهات للنجاح في عالمَ سريع التغيرّ. ويَحدونا الأمل أن ت
ياضيات بفضول، والتفكير بدقة، والعمل بمسؤولية، والإسهام إسهاماً ذا معنى في تقدّم المجتمع وفي بناء مستقبل الر

مستدام للإنسانية.
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المفهوم ١  ·  نظرية ذات الحدين ونظرية متعددة الحدود

تأمل الصفوف الأولى من مثلث باسكال، ولاحظ كيف يتغير عدد
الحدود في كل صف أفقي كما في الشكل. فإذا تتبعت هذا النمط،

ا يقع في الصف العاشر؟ فكم حدًّ

أ الصيغ الجبرية ومعاملات التوافيق بالمعامل الدقيق لأي ه: كيف تتنبَّ السؤال الموجِّ
(+)حدّ في مفكوك  دون إجراء عمليات ضرب متتابعة؟ س
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يُطبّق نظرية ذات الحدين في

إيجاد مفكوك المقادير الجبرية

وفي تعيين معاملات حدود
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حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معامل  في  

٢ أوجد  

، وأُسّ  بالنسبة لـِ  ، الحدّ  له أُسّ ٢ بالنسبة لـِ  ١ في  

إذن، معامل  هو 

٢  باستخدام مبرهنة ذات الحدين.

حلّ المسائل الآتية.
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 باستخدام نظرية ذات الحدين.
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حلّ المسائل الآتية.
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عيّن معامل الحدّ ، فكيف تُ ن من ثلاثة حدود:  كّ مقدار مكوَّ إذا أردت فَ
المحتوي على  دون إجراء عملية الضرب؟ وكيف أكتبه دون الحاجة إلى إزالة

الأقواس؟
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×(−)×()=−

٨

٤٣١
أ

٤
٣ب٢

١ج٣
أ٦٧٢٠

٤
ج٣ب

−٦٧٢٠

حاول

(++) ٦جبأ

٢ج٢ب٢أ٢جب٣أ

(+−) ٦ج٢ب٣أ

أ
٢

٣ج٢بأ٢ج٢ب

م نواتج التعلّ

يُطبّق نظرية متعددة الحدود

في إيجاد مفكوك المقادير

الجبرية وفي تعيين معاملات

نة. حدود معيّ

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا الإجابة. المسألة ٢ ثم ناقِ

١-٢ — نظرية متعددة الحدود

نظرية متعددة الحدود

مفكوك

مفكوك

مفكوك

مفكوك

مفكوك

٦



١-٢ — مبرهنة متعددة الحدود

الفصل الأول — البراهين الجبرية

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معامل الحدود الآتية في  

)أ( 

)جـ( 

٢ أوجد معامل الحدود الآتية في  

)أ( 

)جـ( 

٣ أوجد معامل الحدود الآتية في 

)أ( 

)جـ( 

٤ أوجد معامل الحدود الآتية في 

)أ( 

)جـ( 

ي — أكبر معامل★ التحدّ

أوجد أكبر معامل في مفكوك 

تدريب

ع٥صس

٢ع٣ص٢س

٢عص٦س

٣ع٤ص٢س

٢ج٣ب٢أ

ج٤ب٢أ

٤ج٢ب٢أ

٢ج٣ب٣أ

(+) ١
س٢

١-٢ — نظرية متعددة الحدود

مفكوك

مفكوك

مفكوك

مفكوك

.س+

.  

(ب) 

.  

(ب) 

.  

(ب) 

.  

(ب) 

(++) ٧عصس

ع٢ص٤س

(++) ٩عصس

٣ع٣ص٣س

(+−) ٧ج٣ب٢أ

٥جبأ

(−+) ٨ج٣بأ٢

٣جب٤أ

٧



١-٣ — تطبيقات مبرهنة ذات الحدين

١-٣
الرياضيات

تطبيقات مبرهنة ذات الحدين
الفصل الأول  البراهين الجبرية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

أثبت أن المتكافئة الآتية صحيحة.

]البرهان[

كّ أقواس  باستخدام مبرهنة ذات الحدين: بفَ

بالتعويض بـ  في هذا التعبير،

إذن، المتكافئة المعطاة صحيحة.

أثبت أن المتكافئة الآتية صحيحة.

!. كّ أقواس  في مسائل الإثبات باستخدام مبرهنة ذات الحدين، استخدم فَ

ض بقيمة مناسبة لـ  للحصول على المتكافئة المطلوبة. عوّ

ظ! لاحِ

(+) نس١

(+)=+++⋯+ نس١
قن

قن٠
١

قنس
٢

٢س
نسنقن

س

استعد

+++⋯+= قن
قن٠

قن١
قن٢

ن
ن٢

طريقة الحل

(+) نس١

(+)=+++⋯+ نس١
قن

قن٠
١

قنس
٢

٢س
نسنقن

١س=

=+×+×+⋯+× ٢
ن

قن
٠

قن١
١

١
٢

قن
٢

١
ن

قن
ن

=+++⋯+ ٢
ن

قن
قن٠

قن١
قن٢

ن

حاول

−+−⋯+(−)= قن
قن٠

قن١
٢

ن١
٠نقن

م نواتج التعلّ

ف نظرية ذات الحدين في يوظّ

التطبيقات الرياضية والحسابية.

ض بـ  لتحصل على ١س=عوّ

(+)= نس١
٢

ن

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١-٣ — تطبيقات نظرية ذات الحدين

ت نظرية ذات الحدين

نظرية

باستخدام نظرية ذات الحدين:

٨



١-٣ — تطبيقات مبرهنة ذات الحدين

الفصل الأول — البراهين الجبرية

أثبت أن المتكافئات الآتية صحيحة.

 ١

 ٢

 ٣

ي — قابلية القسمة★ التحدّ

باستخدام مبرهنة ذات الحدين: أثبت أن  يقبل القسمة على ٧ ) عدد صحيح

موجب(.

ل �� تأمّ

قارن بين مفكوك ذات الحدين ومفكوك متعددة الحدود. من أي النواحي يتشابهان؟ وكيف

يساعدك اعتبار ذات الحدين حالة خاصة من متعددة الحدود على توحيد فهمك للقوى الجبرية

وطرائق العدّ التوافيقية؟

تدريب

+++⋯+= قن
٠

قن٢
١

٢٢
قن

٢
ن٢

ن٣نقن

−+−⋯+(−)=(−) قن
٠

قن٢
١

٢
٢

قن
٢

٢
ن

١نقن
ن

−+−⋯+(−)=() قن
٠

١قن

٢

٢قن

٢٢١
نقنن

ن٢

١

٢

ن

(−) ن١ن٨

١-٣ — تطبيقات نظرية ذات الحدين

نظرية

٩



١-٤ — قسمة كثيرات الحدود

١-٤
الرياضيات

قسمة كثيرات الحدود
الفصل الأول  البراهين الجبرية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

 
    

    
   

المفهوم ٢  ·  قسمة كثيرات الحدود

ا لتوصيل الطعام. ستلاحظ أن عدد ا ذكيًّ تخيّل أنك تدير تطبيقً
الطلبات اليومية يتزايد بمعدل متسارع غير خطي كلما ازداد إقبال

الناس على التطبيق. وفي الوقت نفسه يضمّ التطبيق مندوبي

ا بمعدل أسبوعي ثابت، أي بمعدل خطي. ولمعرفة توصيل جددً
متوسط عبء العمل — أي عدد الطلبات التي يغطيها مندوب

م دالة إجمالي الطلبات الكبيرة على دالة عدد المندوبين. واحد بمرور الوقت — تُقسَّ

ا يأتي دور قسمة كثيرات الحدود. فهي الأداة الرياضية التي نلجأ إليها حين نريد تفكيك وهنا تحديدً

د نصيب الجزء الواحد أو ب سريع النمو، وتوزيع حمله على وحدات أصغر، لنحدّ نظام كبير مركّ
كفاءته بدقة.

بة على تبسيط كميات ه: كيف تساعدنا قسمة المقادير الجبرية المركّ السؤال الموجِّ

هائلة من البيانات، وعلى فهم نصيب الوحدة الواحدة داخل نظام دائم النمو؟

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد الناتج والباقي عند قسمة  على 

ا منهما كثير حدود في  ، باعتبار كلًّ  ، ٢ لكثيري الحدود 

. ، أوجد الناتج والباقي عند قسمة  على 

١

إذن، الناتج هو  والباقي هو 

يمكن حساب قسمة كثيرات الحدود باستخدام القسمة الطويلة، على غرار الأعداد الصحيحة.

ل المتغيرات الأخرى ، تُعامَ في المسائل التي يُطلب فيها اعتبارها كثير حدود في 
كثوابت.

ظ! لاحِ

س

استعد

−− ٣س٢
٢س٥

٢−− ١س٢س٢

=−− ٢س٤م
أ٩سأ٩

٢
=− سأ٣سن

نم

طريقة الحل

−− ١س٢س٢

٢س−

−− ٣س٢
٢س٥

٢

−− س٢س٣س٢

−+− ٢س٢س٤

−++ ٢س٤
٢س٢

٤س−−

٤س−−٢س−

م نواتج التعلّ

يجري قسمة كثيرات الحدود

باستخدام الخوارزمية المعتادة.

أخطاء شائعة

ا ما يقع الخطأ في الطرح: كثيرً

الخطأ عند الطرح بعد الضرب،

وبخاصة نسيان تغيير الإشارات

أو جمع الحدود المتشابهة على

الوجه الصحيح. الضرب الجزئي:

الضرب في الحدّ الرئيسي

للمقسوم عليه وحده بدلًا من

ه. المقسوم عليه كلّ

ا نة مفقودً إذا كان حدّ ذو درجة معيّ
في المقسوم، اترك ذلك المكان

ا. فارغً

اطرح 

. للتخلص من 

(−−)× س١س٢س٢

٣س٢

اطرح 

. للتخلص من 

(−−)×(−) ١٢س٢س٢

٢س٤−

هو الباقي عندما تصبح الدرجة
أقل من درجة المقسوم عليه.

١

لكثيرتي

٠



١-٤ — قسمة كثيرات الحدود

الفصل الأول — البراهين الجبرية

ل المتغيرات الأخرى غير  كأعداد. ، تُعامَ ٢ بما أننا نعتبرها كثير حدود في 

إذن، الناتج هو  والباقي هو 

. )في ٢، احسب باعتبارها كثير أوجد الناتج والباقي عند قسمة كثير الحدود  على كثير الحدود 
.) حدود في 

 ،  ١

 ،  ٢

. )في ٧–١٠، احسب باعتبارها كثير أوجد الناتج والباقي عند قسمة كثير الحدود  على كثير الحدود 
.) حدود في 

 ،  ١ ،  ٢

 ،  ٣

 ،  ٤

 ،  ٥

 ،  ٦

 ،  ٧ ،  ٩

 ،  ٨

 ،  ١٠

ي — إيجاد الارتفاع★ التحدّ

 
  

صندوق على شكل متوازي مستطيلات حجمه

. إذا كانت مساحة قاعدته

. ، فاكتب ارتفاعه بدلالة 

سس

أ٣س−

+ أ٣س٤

−− ٢س٤
٢أ٩سأ٩

− ٢س٤
سأ١٢

− ٢أ٩سأ٣

− أ٩سأ٣
٢

٠

+ ٠أ٣س٤

حاول

نم
س

=−+ −+=١س٣١٣س٢م ٣س٢٢سن

=−+− ٣أ٥س٢أ٢٥سأ٣٣سم
=− أ٢سن

تدريب

نم
س

=−+ −=١س٢٥سم +−=٢سن −=١س٣٤سم ٣سن

=−++ ٣س٢م
٢س٣

+−=٤س٣ ٢سن
٣س٢

=−+ ٣س٦م
٢س٨

٥=−− ٢س٢ن
٥س٢

=−+ −+=٦س٣٧سم ٣س٢٢سن

=−+− ++−=١س٣س٤٥س٣م ٢س٢٣سن

=−− ٢أ٦سأ٢٥س٤م
=− +−=أ٢سن ٣أ٢٣سأ٣٢سم

=+ أسن

=++− ٣أس٢أ٢سأ٣سم
=+ أ٢سن

=+− ٣ص٢ص٢س٣٣سم
=+ صسن

+−− ٣س٤
٢س٤

٩س٩

−− س٣س٢س٢

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١

في ٢، احسب باعتبارها كثيرة

١



١-٥ — ناتج القسمة والباقي لكثيرات الحدود

١-٥
الرياضيات

ناتج القسمة والباقي لكثيرات الحدود
الفصل الأول  البراهين الجبرية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

قان الشروط الآتية. أوجد كثيري الحدود  و اللذين يحقّ

. ، يكون الناتج  والباقي  ١ عند قسمة  على 

. ، يكون الناتج  والباقي  ٢ عند قسمة  على 

. ض بالتعبيرات المعلومة في  بما أنّ الناتج والباقي معلومان، عوّ

 ١

 ٢

، فإنّ المتكافئة الآتية ، وكان الناتج  والباقي  سم كثير الحدود  على كثير الحدود  إذا قُ
صحيحة:

مثال: عند قسمة ٧ على ٣، يكون الناتج ٢ والباقي ١،

. ض بالتعبيرات المعلومة في  في المسائل التي يُعطى فيها الناتج والباقي، عوّ

ظ! لاحِ

رخنم

=×+ رخنم

=×+ ٧٣٢١

=+ رخنم

استعد

نم

−−م +−٣س+١س٢٢س ٥س٢

+− −ن٩س٣٨س٤ ١٥س+٣س٢

طريقة الحل

=+ رخنم

=(−−)(+)+(−+) ٢سم
٥س٣٢س١س٢

=+−−−−−+ ٣س
٢س٣

٢س٢
٥س٣٢سس٦

=+−+ ٢س٣س
٢س٩

+−=×(−)+(+) ٣س٤
١٥س٣س٢ن٩س٨

×(−)+(+)=+− ٣س١٥٤س٣س٢ن
٩س٨

×(−)=+− ٣س٣٤س٢ن
٢٤س٧

=(+−)÷(−) ٣س٤ن
٣س٢٤٢س٧

=++ ٢س٢
٨س٣

م نواتج التعلّ

ز بين ناتج القسمة والباقي يميّ

في قسمة كثيرات الحدود،

ويستنتج أن درجة الباقي أقلّ

من درجة المقسوم عليه،

ويستخدم ذلك في التحقق من

صحة القسمة.

أخطاء شائعة

ا: إنهاء القسمة ف مبكرً التوقّ

قبل أن تصير درجة الباقي أقلّ

من درجة المقسوم عليه. الخلط

بين الناتج والباقي: الظنّ بأن

ا، ا دائمً الباقي لا بدّ أن يكون صفرً

ا )أو أكثر( مع أنه قد يكون حدًّ

درجته أقلّ من درجة المقسوم

عليه.

نأوجد 

يجب أن يكون الباقي ٠

− ٣س٢

++ ٢س٢
٨س٣

+− ٣س٤
٢٤س٧

− ٣س٤
٢س٦

+ ٢س٦
س٧

− ٢س٦
س٩

− ٢٤س١٦

− ٢٤س١٦

٠

١

اللتين تحققان كثيرتي

٢



١-٥ — ناتج القسمة والباقي لكثيرات الحدود

الفصل الأول — البراهين الجبرية

قان الشروط الآتية. أوجد كثيري الحدود  و اللذين يحقّ

. ، يكون الناتج  والباقي  ١ عند قسمة  على 

. ، يكون الناتج  والباقي  ٢ عند قسمة  على 

قان الشروط الآتية. أوجد كثيري الحدود  و اللذين يحقّ

. ، يكون الناتج  والباقي  ١ عند قسمة  على 

. ، يكون الناتج  والباقي  ٢ عند قسمة  على 

. ، يكون الناتج  والباقي  ٣ عند قسمة  على 

. ، يكون الناتج  والباقي  ٤ عند قسمة  على 

. ، يكون الناتج  والباقي  ٥ عند قسمة  على 

. ، يكون الناتج  والباقي  ٦ عند قسمة  على 

ي — استرجاع المقسوم عليه★ التحدّ

، يكون الناتج  والباقي عند قسمة  على 

. ، فأوجد كثير الحدود 

ل �� تأمّ

ا أقلّ من درجة المقسوم عند قسمة كثير حدود على آخر، لماذا يجب أن تكون درجة الباقي دائمً

عليه؟ وكيف يساعدنا هذا الشرط على التحقق من صحة خطوات القسمة وفهم العلاقة بين

الناتج والباقي؟

حاول

نم

++م +١س٢س٢ +−٢س٣ ٦س٢

−++ ٢س٣س
+−ن١س٣ ٢س

٤−٥س٢

تدريب

نم

−−م −١س٢٢س س٢−٣س٢

+−م +٢س٢٣س −٦س٢ ٣س٢

+−م −٢س٢س٢ ١٢س٢

+−+ +−١س+ن٥س٢٣س٣س٢ ٢س٥

+− −+ن٢٢س٣١١س٦ ١−١س٢٣س٢

++ +٢س+ن٢٧س٣٤س٢ ١٣س٣

++− ٢س٤س
++ن١س٣ ١س٢س

− ن٢س٣

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا الإجابة. المسألة ٢ ثم ناقِ

١

اللتين تحققان كثيرتي

اللتين تحققان

٣



٦-١ — ضرب وقسمة التعبيرات النسبية

٦-١
الرياضيات

ضرب وقسمة التعبيرات النسبية
الفصل الأول  البراهين الجبرية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

المفهوم ٣ · التعبيرات النسبية

ر تركيز الدواء في ا، يتغيّ حين يتناول مريض دواءً موصوفً

ع الباحثون ا مع مرور الوقت. ويتتبّ ا سريعً رً دمه تغيّ

يون هذا التركيز بالرياضيات. فمع امتصاص الجسم الطبّ
ة، ومع ترشيح للدواء يقفز مقداره في الدم قفزةً حادّ

الكليتين والكبد له يهبط التركيز.

ة يستعمل العلماء التعبيرات النسبية، وهي كسور ولنمذجة دورة الحياة هذه بدقّ

بسطها ومقامها تعبيرات جبرية. وحين يحتاج الأطباء إلى الجمع بين علاجات، أو
تغيير الجرعات، أو حساب سرعة خروج دوائين مختلفين من جسم المريض في الوقت

نفسه، فلا بدّ لهم من إجراء العمليات الحسابية الأربع )الجمع والطرح والضرب

والقسمة( على هذه الكسور الجبرية.

ه: كيف تتيح لنا القوانين الأساسية للحساب دمجَ الكسور السؤال الموجِّ
ؤ بالنتائج في الطبّ وعلوم الحياة؟ ها للتنبّ بة وتبسيطَ ة المركّ الجبرية المتغيّر

ى! قسمة كلٍّ من بسط تعبير نسبي ومقامه على عاملهما المشترك تُسمّ

الاختصار.

ا نسبيًّا! ى تعبيرً التعبير النسبي الذي لا يمكن اختصاره أكثر من ذلك يُسمّ

غير قابل للاختصار.

مثال: اختصار  يعطي 

عند وجود كثيرات حدود في بسط تعبير نسبي أو مقامه، حلّلها إلى عوامل!

ا إذا كان يمكن اختصارها. ق ممّ أولًا للتحقّ

ظ! لاحِ

(−)(−)

(−)

٣س١س

٣سس
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=

− ٣س١س

٣سس

١س

س

م نواتج التعلّ

ط التعبيرات يبسّ
الكسرية )النسبية(
بالضرب والقسمة.

تعبير نسبي غير قابل
للاختصار إذ لا يمكن

تبسيطه أكثر من ذلك.

١٤

٦-١

٦-١



الفصل الأول — البراهين الجبرية

حلّ المسائل الآتية.

ط التعبيرات النسبية الآتية. ١ بسّ

)ب( )أ( 

٢ احسب ما يأتي.

١

)أ( 

)ب( 

 ٢

حلّ المسائل الآتية.

ط التعبيرات النسبية الآتية. ١ بسّ

)ب( )أ( 

٢ احسب ما يأتي.

)أ( 

)ب( 

استعد

٥بأ١٢

أ٩
٣
٢ب

−

++

٢س
٤

٢س٢٧س٣

−−

++
÷

−−

−−

٢س
٥س٤

٢س٢٥س٢

٢٠س٢س

٣س٢٥س٢

طريقة الحل
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٢س١س٢
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حاول

٣ص٢س٦

ص٣س٢٠
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٢س٢
٥س٣

٢س٢٣س
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−−
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٢س
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٢س
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−
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+

٢س
٩

٢س٢س

٢س٢
٣س٥

١س

أخطاء شائعة

ا ما يشطب الطلاب كثيرً

ا رات أو أعدادً خطأً متغيّ

متماثلة في البسط

والمقام، حتى حين تفصل

بينها إشارات الجمع أو

الطرح.

تعاون مع

زميل

تعاون مع مجموعتك

في حلّ المسألة ٢ ثم

شوا الإجابة. ناقِ

حلّل إلى عوامل.

اشطب العامل المشترك
. (+) ٢س

ل القسمة إلى ضرب حوّ
باستخدام مقلوب

المقسوم عليه.

حلّل إلى عوامل.

اشطب العوامل المشتركة.

لا تفكّ الأقواس.

١٥
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الفصل الأول — البراهين الجبرية

حلّ المسائل الآتية.

ط التعبيرات النسبية الآتية. ١ بسّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

٢ احسب ما يأتي.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

)ط( 

د القيمة★ ط ثم أوجِ ي — بسّ التحدّ

د قيمة  ، فأوجِ إذا كان 

تدريب
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٧-١ — جمع وطرح التعبيرات النسبية

٧-١
الرياضيات

جمع وطرح التعبيرات النسبية
الفصل الأول  البراهين الجبرية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

ط التعبيرات الآتية. بسّ

جمع التعبيرات النسبية ذات المقامات المختلفة وطرحها!

كما هو الحال في الكسور العددية، اضرب البسط والمقام في التعبير نفسه
لإيجاد مقام مشترك قبل الحساب.

مثال: 

عند إيجاد مقام مشترك، حلّل المقامات إلى عوامل أولًا.!

مثال: 

ا إذا كان! ق ممّ بعد التوحيد على مقام مشترك، احسب البسط فقط، وتحقّ

يمكن تحليله واختصاره.

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

ط التعبيرات يبسّ
الكسرية )النسبية(

بالجمع والطرح.

أخطاء شائعة

جمع البسوط والمقامات

ا : كثيرً أو طرحها مباشرةً

ما يعامل الطلاب

التعبيرات النسبية

معاملة الأعداد الصحيحة

العادية، فيجمعون

ا والمقامات البسوط معً

ا أو يطرحونها. معً

لًا، حلّل المقام إلى عوامل. أوّ

ا. ا مشتركً د مقامً أوجِ

احسب البسط فقط.

حلّل البسط إلى عوامل.

ا )اشطب اختصر الكسر دائمً
العوامل المشتركة(.

لا تفكّ أقواس المقام.

١٧
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٧-١



٧-١ — جمع وطرح التعبيرات النسبية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

ط التعبيرات الآتية. بسّ

 ٢ ١

ط التعبيرات الآتية. بسّ

 ٢ ١

 ٤ ٣

 ٦ ٥

 ٨ ٧

 ١٠ ٩

 ١١

ي — ترشيح المياه على مرحلتين★ التحدّ

يتابع فريق من مهندسي البيئة منظومة

ان أحد الأحياء ترشيح مياه ذات مرحلتين في خزّ

ثات العضوية خلال تسحب المنظومة الملوّ

ح ة قدرها  ساعة. المرحلة الأولى )المرشِّ مدّ

. ثات الأساسي هو  ل سحب الملوّ الحيوي الأساسي(: معدّ

ح الفحم الثانوي(: يرتدّ قدر يسير من المياه فيقلّل المرحلة الثانية )مرشِّ

. ولتحديد كفاءة التنقية الصافية، ج بالمقدار  ل التنقية، ويُنمذَ معدّ

ل السحب في المرحلة ل الارتداد في المرحلة الثانية من معدّ اطرح معدّ

الأولى.

حاول
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تعاون مع

زميل

تعاون مع مجموعتك

في حلّ المسألة ٢ ثم

شوا الإجابة. ناقِ

١٨
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بة ٨-١ — الكسور المركّ

٨-١
الرياضيات

بة الكسور المركّ
الفصل الأول  البراهين الجبرية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

ط التعبيرات الآتية. بسّ

 ١
 ٢

 ١
 ٢

!

 ، 

التعبيرات التي تحتوي على تعبيرات نسبية في المقام أو البسط، كالتعبير

بة. ا مركّ ى كسورً الموجود على اليسار، تُسمّ

بة، اضرب البسط والمقام في التعبير نفسه.! عند حساب الكسور المركّ

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

بة ط الكسور المركّ يبسّ
لها إلى أبسط ويحوّ

صورة.

اضرب البسط والمقام في
. ١س−

اضرب البسط والمقام في
. (−)(+) س١س١

١٩

٨-١

٨-١



بة  — الكسور المركّ

الفصل الأول — البراهين الجبرية

ط التعبيرات الآتية. بسّ

 ١
 ٢

 ٣

ط التعبيرات الآتية. بسّ

 ٢ ١

 ٤ ٣

 ٥

م الإشارة★ ي — مضخّ التحدّ

رة، د التقوية المتكرّ قَ في الاتصالات، حين تسري إشارة عبر سلسلة من عُ

م ج مهندس شبكات كفاءةَ  لمضخّ تها تكراريًّا. ويُنمذِ تضعف قوّ

ب الآتي: ثلاثيّ المراحل بالكسر المركّ

. ب إلى تعبير نسبي واحد  ل هذا الكسر المركّ . حوّ حيث 

ل تأمّ

ل العبارة الرياضية الآتية:  هل هذه المعادلة متطابقة تأمّ

ح السبب. وإذا مثّل طالب ؟ وضّ مطلقة لكلّ الأعداد الحقيقية 

ا ا على آلة حاسبة بيانية، فسيبدو التمثيل مطابقً  بيانيًّ

. فما السمة الدقيقة في التمثيل البياني التي تخفيها للمستقيم 

؟ ة الشاشة المعتادة عند  دقّ
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تعاون مع

زميل

تعاون مع مجموعتك

في حلّ المسألة ٣ ثم

شوا الإجابة. ناقِ
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٩-١ — المتطابقات

٩-١
الرياضيات

المتطابقات
الفصل الأول  البراهين الجبرية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

المفهوم ٤ · المتطابقات والبراهين

إن سبق لك أن لبست سوار لياقة يرصد نبضات قلبك، أو رأيت

ي، فقد رأيت شاشة رسم القلب الكهربي )ECG( في عمل درامي طبّ

بة وهي تعمل. والإيقاعات الحيوية — كنبض معالجة الإشارات المركّ

قلب الإنسان أو التفريغ الكهربي للخلايا العصبية — إيقاعات دورية.

بة ب الأجهزة الطبية هذه الإيقاعات بمعادلات موجية مركّ وتتعقّ

متراكبة.

م ضربات القلب أو جهاز المراقبة الطبي إلى حساب هذه المعادلات الضخمة رّ منظّ ولو اضطُ

ا، ولتعرّضت حياة بصورتها الخام في كل جزء من الألف من الثانية، لنفدت بطارية الجهاز سريعً

طة محلّ الصيغ الموجية ا مكافئة مبسّ المريض للخطر. ولمنع ذلك يضع مهندسو البرمجيات صيغً

الضخمة. وهذا الإحلال ممكن بفضل المتطابقات الرياضية؛ وهي قوانين قاطعة تبيّن أن مقدارين

ا عن قيمة ا يعطيان الناتج نفسه لكل قيمة. وإثبات المتطابقات ليس بحثً ي الشكل تمامً مختلفَ

ر مجهول، بل هو برهان على أن مسارين رياضيين مختلفين متطابقان في جوهرهما. متغيّ

ا لكل قيم ا من أن مقدارين مختلفين متساويان تطابقً ق رياضيًّ ه: كيف نتحقّ السؤال الموجِّ
المجال؟ وكيف يحفظ العملُ على طرف واحد من المعادلة التكافؤَ البنائيَّ دون أن يغيّر

الناتج؟

. ى متطابقة في  المساواة التي تصحّ لأي قيمة تُعوَّض عن  تُسمّ

.  متطابقة في 

 

، ثم قارِن ا حسب قوى  ، رتّب المقدار المعطى تنازليًّ عند حلّ مسائل المتطابقات في 
. معاملات كل حدّ

ن تعبيرات نسبية، تخلّص من المقامات أولًا. وفي المتطابقات التي تتضمّ

ظ! لاحِ

سس

++=
′

+
′

+
′ سجسب٢سأجسب٢سأ

⇔=
′

,=′,=′ ججببأأ

سس

م نواتج التعلّ

يتعرّف المتطابقة الجبرية،

زها من المعادلة. ويميّ

معاملات الحدود المتساوية
الدرجة متساوية في الطرفين.

٢١
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الفصل الأول — البراهين الجبرية

. د قيم الثوابت  و و التي تجعل المعادلات الآتية متطابقات في  أوجِ

 ١

 ٢

 ١

إذن، 

 ،  ، وبحلّ هذه المنظومة نحصل على 

 ٢

إذن، 

وبحلّ هذه المنظومة نحصل على  و

. د قيم الثوابت  و و التي تجعل المعادلات الآتية متطابقات في  أوجِ
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٣س٢س

أ
٢س

ب
٣س

+=(−)+(+) ٢سب٣سأ١س٣

+=(+)+(−+) ب٢أ٣سبأ١س٣

=+,=−+ ب٢أ١٣بأ٣

٢ب=١أ=

حاول

سجبأ

−−=(−)+(−)+ ١سأ٣س٢س
ج١سب٢

(−)(+)
=

−
+

+

١

١س١س٢

أ
١س٢

ب
١س

ا حسب رتّب الطرف الأيسر تنازليًّ

. سقوى 

قارِن معاملات الحدود المتساوية

الدرجة.

• إذا لم يوجد حدّ في  فاعتبر

ا معامله صفرً

• حلّ المعادلات الآنية في  و و
.

س

جبأ

اضرب الطرفين في

 للتخلّص من
المقامات.

(+)(−) ٣س٢س

ا حسب رتّب الطرف الأيسر تنازليًّ

. سقوى 

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في

حلّ قسم »حاول« ثم

شوا الإجابة. ناقِ

٢٢

٩-٩١-١ — المتطابقات



الفصل الأول — البراهين الجبرية

. د قيم الثوابت  و و التي تجعل المعادلات الآتية متطابقات في  أوجِ

 ١

 ٢

 ٣

 ٤

 ٥

 ٦

 ٧

 ٨

ي — الكسور الجزئية★ التحدّ

ب عضوي تدرس عالِمةُ سموم بيئية كيفية زوال مركّ

ل الإزالة  معيّن من نظام ترشيح مائي. كفاءة معدّ

ج بالعلاقة ( وتُنمذَ تعتمد على الزمن  )بالساعات، 

. د  و ، ثم أوجِ ها إلى كسرين جزئيين  كَّ فُ

تدريب

سجبأ

(+)−(+)= س٥٨سب١سأ

(+)(+)=+ ١٢س٣٤بأس

++=(+)(+)+ جبسأ١س٤س٢٥س٢

(+)(+)=++ ١سج٢س١٤سبسأ

−+=(−)(+)+ ٢س٢
جبسأ٣س٨س٧

−
+

−
=

−

(−)(−)

أ
١س

ب
٥س

١س٥

٥س١س

+

(−)(+)
=

−
+

+

٨س

٣س٢س

أ
٢س

ب
٣س

−

+−
=

+
+

−

٨س٣

٢س٢٥س٣

أ
٢س

ب
١س٣

() نهـ

٠ن<

()=
+

++
هـ

١٥ن٢٢

٣ن٢١٠ن٨

+
+

+

أ
١ن٢

ب
٤٣

بأ

٢٣

ن
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١٠-١ — إثبات المتطابقات )١(

١٠-١
الرياضيات

إثبات المتطابقات )١(
الفصل الأول  البراهين الجبرية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

أثبِت المتطابقات الآتية.

 ١

 ٢

ط الطرف الأيمن للحصول على نفس تعبير الطرف الأيسر. ١ احسب وبسّ

ا على حدة للحصول على التعبير نفسه. ط الطرف الأيمن والطرف الأيسر كلًّ ٢ احسب وبسّ

ا من الطرف الأيمن والطرف الأيسر ط كلًّ لإثبات المتطابقة »الطرف الأيمن = الطرف الأيسر«، بسّ
على حدة حتى يصبحا نفس التعبير.

ظ! لاحِ

استعد

(+)−(−)= صس٢٤صس٢صس

(+)(+)=(−)+(+) ٢جبدأ٢دبجأ٢د٢ج٢ب٢أ

طريقة الحل

]البرهان[

(+−)−(++)=الطرف الأيمن  ٢س
٢س٢صصس٢

٢صصس٢

=++−+− ٢س
٢س٢صصس٢

٢صصس٢

صس٤=

=(−)−(+)إذن،  ٢صس٢صس
صس٤

]البرهان[

+++=الطرف الأيمن  …… )١( ٢د٢ب٢ج٢ب٢د٢أ٢ج٢أ

(++)+(+−)=الطرف الأيسر  ٢ج٢أ
٢د٢أ٢د٢بدجبأ٢

٢ج٢بدجبأ٢

=+++ ٢ج٢ب٢د٢أ٢د٢ب٢ج٢أ

)٢( …… =+++ أ
٢

أ٢ج
٢

٢د٢ب٢ج٢ب٢د

(+)+(−)=(+)(+)من )١( و)٢(،  ٢جبدأ٢دبجأ٢د٢ج٢ب٢أ

م نواتج التعلّ

يثبت صحة المساواة

والمتطابقات الجبرية في

الحالات العادية )دون أي

شروط مسبقة(.

ابدأ بالطرف الأيمن

التعبير نفسه الموجود في الطرف

الأيسر

ابدأ بالطرف الأيمن

د ترتيب الحدود لتطابق )١( أعِ

٢٤

١٠-١

١ -١٠



الفصل الأول — البراهين الجبرية

أثبِت المتطابقات الآتية.

 ١

 ٢

أثبِت المتطابقات الآتية.

 ١

 ٢

 ٣

 ٤

 ٥

 ٦

ي★ التحدّ

 : أثبِت أنّ

حاول

(+)+(−)=+ ٢صس٢صس
٢س٢

٢ص٢

(−)(−)=(−)−(−) ٢جبدأ٢دبجأ٢د٢ج٢ب٢أ

تدريب

(++)(−+)=++ ٢س٤س١س٢س١س٢س
١

(+)−(+)=+ ٣بأ
٣ب٣أبأبأ٣

(++)(++−−−)=++− جبأ٣٣ج٣ب٣أأججببأ٢ج٢ب٢أجبأ

(+)−=(−)+ ٢ب٢أ
٢ب٢أبأ٤

بأ٤

(+)(+)=(+)+(−) ٢صس١٢صس٢١ص٢١س

(+)−(+)=(−) ٢ب٢أ٢بأ٢
٢ب٢أ٣

(−+)(++)=(+)−() ٢٢ب٢أ٢ببأ٢أ٢ببأ٢أ
٢بأ

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في

حلّ قسم »حاول« ثم

شوا الإجابة. ناقِ

٢٥

١٠-١٠١-١ — إثبات المتطابقات (١)



١
إثبات المتطابقات )٢(

الفصل الأول  البراهين الجبرية

الفصل الأول — البراهين الجبرية

، فأثبِت المتطابقة الآتية. إذا كان 

أثبِت المتطابقات الآتية.

، فإنّ  ١ إذا كان 

، فإنّ  ٢ إذا كان 

في إثبات المتطابقات الشرطية، عبّر عن متغيّر واحد من المعادلة الشرطية بدلالة
ر. ض به للتخلّص من ذلك المتغيّ المتغيّرات الأخرى وعوّ

. ض بـ  للتخلّص من  ، فعوّ مثال: إذا كان 

ظ! لاحِ

+= −=١صس صس١ص

استعد

++= ٠جبأ

++=−(++) أججببأ٢٢ج٢ب٢أ

طريقة الحل

]البرهان[

)١( ……  ، =++من  −−=٠جبأ بأج

بالتعويض بـ )١( في الطرف الأيمن،

(−−)++=الطرف الأيمن  ٢بأ٢ب٢أ

=++++ أ
٢

أ٢ب
٢

٢ببأ٢

)٢( …… =++ أ٢
٢

٢ب٢بأ٢

بالتعويض بـ )١( في الطرف الأيسر،

{(−−)+(−−)+}−=الطرف الأيسر  أبأبأببأ٢

=−(−−−−) أ٢ببأبأ٢
٢

بأ

=−(−−−) أ٢
٢

٢ببأ

)٣( …… =++ ٢أ٢
٢ب٢بأ٢

(++)−=++من )٢( و)٣(،  ٢ج٢ب٢أ
أججببأ٢

حاول

+= (−+)=++١صس صسصس٢١٢ص٢س

++= =++٠جبأ ٣ج٣ب٣أ
جبأ٣

م نواتج التعلّ

يثبت صحة المساواة

والمتطابقات الجبرية في

الحالات الشرطية.

ر واحد في المعادلة ر عن متغيّ عبّ
رات الأخرى الشرطية بدلالة المتغيّ

ض بـ )١( للتخلّص من  جعوّ

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في

حلّ قسم »حاول« ثم

شوا الإجابة. ناقِ

٢٦

١١-١
الرياضيات

١-١ ١

١١-١ — إثبات المتطابقات (٢)



١١-١ — إثبات المتطابقات )٢(

الفصل الأول — البراهين الجبرية

أثبِت المتطابقات الآتية.

، فإنّ  ١ إذا كان 

، فإنّ  ٢ إذا كان 

، فإنّ  ٣ إذا كان 

، فإنّ  ٤ إذا كان 

، فإنّ  ٥ إذا كان 

ي — مجموع ثابت★ التحدّ

. أثبِت أنّه أيًّا كانت هذه الأعداد، فإنّ ق  ثلاثة أعداد غير صفرية  و و تحقّ

ا: المجموع الآتي يساوي  بالضبط دائمً

ل تأمّ

ا عند إثبات متطابقة؟ لماذا يُعدّ الضربُ التبادلي أو إضافةُ حدود إلى الطرفين غيرَ صحيح رياضيًّ

ا؟ ا منطقيًّ وكيف يضمن العملُ على طرف واحد فقط أن يبقى البرهان سليمً

تدريب

+= −=+١صس ٢ص٢س
صس١٢

−= +=+١صس ١صس٢٢ص٢س

+= −=−١صس ص٢صس٢س

++= +=+٠جبأ جب٢بأج٢أ

++= =+(+)(+)(+)٠جبأ ٠جبأأججببأ

=++جبأ ٠جبأ

−٣

+
+

+
+

+
=−

أ
جب

ب

أج

ج

بأ
٣

٢٧

،،
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الفصل الأول — البراهين الجبرية

، ر عن تساوي نسبتين أو قيم نسب، مثل  أو  المعادلة التي تعبّ
ى تناسبًا. تُسمّ

ر بـ  ، ضع أولًا  وعبّ في المسائل ذات الشرط 

ر بـ ا وعبّ ، اجعل  ثابتً وفي المسائل ذات الشرط 

ظ! لاحِ

=
أ

ب
ج
::=::د جبأعصس

=
أ

ب
ج
==د

أ
ب

ج
=,=كد كدجكبأ

::=:: كجبأعصس

=,=,= كجعكبصكأس

استعد

م نواتج التعلّ

يثبت صحة المساواة

والمتطابقات الجبرية في

حالات التناسب.

٢٨

حلّ المسائل الآتية.

، فأثبِت أنّ  ١ إذا كان 

، فأوجِد قيمة  ٢ إذا كان 

=
أ
ب

ج
+د

=
+

بأ
٢ب٢أ

دج
٢د٢ج

::=:: ٢٣٥عصس
++

++

سع٣عصصس٢
٢ع٢ص٢س

١٢-١ — إثبات المتطابقات (٣)

١٢-١
الرياضيات

إثبات المتطابقات (٣)
الفصل الأول  البراهين الجبرية

١٢-١

١ -١٢



٢٩الفصل الأول — البراهين الجبرية

طريقة الحل

١ [البرهان]

، إذن  …… (١) ==ليكن 
أ

ب
ج
=,=كد كدجكبأ

بالتعويض بـ (١) في الطرف الأيمن،

=الطرف الأيمن 
×

()+

بكب
٢ب٢كب

=
+

ك٢ب
٢ب٢ك٢ب

=
(+)

ك٢ب
٢ك٢ب

١

(٢) …… =
+

ك
٢ك

١

بالتعويض بـ (١) في الطرف الأيسر،

=الطرف الأيسر 
×

()+

دكد
٢د٢كد

=
+

ك٢د
٢د٢ك٢د

=
(+)

ك٢د
٢ك٢د

١

(٣) …… =
+

ك
٢ك

١

من (٢) و(٣)، 
+

=
+

بأ

أ
٢

٢ب

دج
٢د٢ج

، وليكن  ثابتًا، ::=::٢ من  ك٢٣٥عصس

(١) …… =,=,= ك٥عك٣صك٢س

من (١)، 
++

++
=

××+×+××

()+()+()

سع٣عصصس٢
٢ع٢ص٢س

ك٢ك٣٥ك٥ك٣ك٣ك٢٢
٢ك٢

٢ك٣
٢ك٥

=
٢ك٥٧

٢ك٣٨

=
٥٧

٣٨

=
٣

٢

أتخّ�ص من 

حّ�ل وبسّط

جتخّ�ص من 

حّ�ل وبسّط

حلّ المسائل الآتية.

، فأثبِت أنّ  ١ إذا كان 

، فأثبِت أنّ  ٢ إذا كان 

، فأوجِد قيمة  ٣ إذا كان 

حاول

=
أ

ب
ج
د

+

−
=

+

−

دجبأ

دجبأ

٢ج٢أ

٢ج٢أ

==
س

أ
ص
ب

ع
ج

++

++
=

++

++

٢ع٢ص٢س

٢ج٢ب٢أ

سععصصس
أججببأ

::=:: ٢٣٤جبأ
++

++

أججببأ

أ
٢

٢ج٢ب

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

قسم «حاول» ثم ناقِشوا

الإجابة.

٢١-١ — إثبات المتطابقات (٣)



الفصل الأول — البراهين الجبرية

حلّ المسائل الآتية.

، فأثبِت أنّ  ١ إذا كان 

، فأثبِت أنّ  ٢ إذا كان 

، فأثبِت أنّ  ٣ إذا كان 

، فأثبِت أنّ  ٤ إذا كان 

، فأثبِت أنّ  ٥ إذا كان 

، فأثبِت أنّ  ٦ إذا كان 

د قيمة  ، فأوجِ ٧ إذا كان 

د قيمة  ، فأوجِ ٨ إذا كان 

د قيمة  ، فأوجِ ٩ إذا كان 

ي — ضبط محلول كيميائي★ التحدّ

تدريب
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ع
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٢
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سععصصس
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الفصل الأول — البراهين الجبرية

المفهوم ٥ · المتباينات

م كبسولة قابلة للتحلّل الحيوي لتوصيل دواء أنت مهندس حيوي تصمّ

ر الدواء منقذ للحياة إلى ورم بعينه داخل جسم الإنسان. ولضمان تحرّ

ل الأمثل، تحتاج إلى أن يكون حجم الكبسولة أكبر ما يمكن، لكنّك بالمعدّ

ية البوليمر الخام الغالي المتاحة لصنع مساحة د بحدٍّ صارم على كمّ مقيَّ

سطحها الخارجي.

فكيف تجد التصميم الأمثل على الإطلاق وأنت لا تستطيع استعمال معادلة مضبوطة تعطيك إجابة

واحدة؟ تستعمل المتباينات.

فبينما تخبرنا المعادلات العادية متى تتساوى الأشياء بالضبط، تخبرنا المتباينات بالحدود المثلى لما هو

ا — القيم العظمى والصغرى المطلقة. وفي علوم الحياة والاقتصاد واللوجستيات، أقوى ممكن فيزيائيًّ

أداة لإيجاد هذه الحدود قانون رياضي عامّ بديع يُعرف بمتباينة المتوسط الحسابي والمتوسط الهندسي.

ه: كيف يمكن استعمال الأساليب الجبرية والخصائص البنائية للأعداد الحقيقية السؤال الموجِّ
ة؟ وكيف تظهر المساواة الموجبة في تحديد حدود عليا وسفلى قاطعة للمقادير المتغيّر

ية خاصة؟ بوصفها حالة حدّ

أثبِت المتباينات الآتية.

، فأثبِت أنّ  ١ إذا كان  و

، فأثبِت أنّ  ٢ إذا كان  و

لإثبات المتباينة الطرف الأيمن < الطرف الأيسر، احسب فرقهما الطرف الأيمن − الطرف!

الأيسر وأثبِت أنه موجب. )الطرف الأيمن − الطرف الأيسر < ٠(

إذا كان شرط مثل  معطى، أعد كتابته على الصورة  لاستخدامه في إثباتك.!

ظ! لاحِ

<−بأ< ٠بأ

استعد

(+)(+)<(+)صس<بأ< صسبأصبسأ٢

−<٣س< +<+٥ص ١٥ص٣س٥صس

طريقة الحل

١ ]البرهان[

(+)(+)−(+)=الطرف الأيمن − الطرف الأيسر  صسبأصبسأ٢

=+−−−− صبسبصأسأصب٢سأ٢

=−−+ صبسبصأسأ

=(−)−(−) صسبصسأ

=(−)(−) صسبأ

، ، فإنّ  و <−صس<بأ<وبما أنّ  و <−٠بأ ٠صس

(−)(−)> ٠صسبأ

(+)(+)<(+)إذن،  صسبأصبسأ٢

م نواتج التعلّ

يثبت صحة المتباينات الجبرية

عة في مواقف رياضية متنوّ
)الحالة الشرطية(.

ابدأ بكتابة »الطرف الأيمن − الطرف
الأيسر =«

حلّل المقدار. أخرِج العامل المشترك
ين الأول والثاني. من الحدّ

، فإنّ  <٠ب<٠أ<إذا كان  و ٠بأ

٣١

 — إثبات المتباينات (١)

١٣-١
الرياضيات

إثبات المتباينات (١)
الفصل الأول  البراهين الجبرية
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الفصل الأول — البراهين الجبرية

أثبِت المتباينات الآتية.

، فأثبِت أنّ  ١ إذا كان  و

، فأثبِت أنّ  ٢ إذا كان  و

أثبِت المتباينات الآتية.

، فأثبِت أنّ  ١ إذا كان 

، فأثبِت أنّ  ٢ إذا كان  و

، فأثبِت أنّ  ٣ إذا كان  و

، فأثبِت أنّ  ٤ إذا كان 

ي — إعادة الترتيب★ التحدّ

، فأثبِت أنّ إذا كان  و

طريقة الحل
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(+)−+=الطرف الأيمن − الطرف الأيسر  ١٥ص٣س٥صس

=+−− ١٥ص٣س٥صس

=(+)−(+) ٥ص٥٣صس

=(−)(+) ٥ص٣س

، ، فإنّ  و −<٣س<وبما أنّ  و <−٥ص <+٣٠س ٥٠ص

(−)(+)> ٥٠ص٣س

+<+إذن،  ١٥ص٣س٥صس

حاول

+<+دج<بأ< جبدأدبجأ

+<+١ص<٢س< ص٢س٢صس

تدريب

−<−صس< ص٣س٢ص٤س٣

+<+دب<جأ< جبدأدجبأ

+<+١ب<١أ< بأ١بأ

>>> +<+صسبأ سبصأصبسأ

>>> <<<٠جبأ ٠عصس

++>++ سجعبصأعجصبسأ

ابدأ بكتابة »الطرف الأيمن −

الطرف الأيسر =«

حلّل المقدار؛ أخرِج العوامل

ين السابقين المشتركة من الحدّ
واللاحقين.

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في

حلّ قسم »حاول« ثم

شوا الإجابة. ناقِ
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،

،
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ق المتطابقة. ا متى تتحقّ د أيضً أثبِت المتباينات الآتية. وحدِّ

 ٢ ١

!

 الطرف الأيمن −

لإثبات أنّ الطرف الأيمن ≤ الطرف الأيسر، احسب فرقهما وأثبِت أنّ

الطرف الأيسر ≤ ٠

لإثبات متباينة لجميع الأعداد الحقيقية، استخدم إكمال المربع لتكوين  أو!

ق المتطابقة.! ، يجب ذكر شرط تحقّ للمتباينات التي تحتوي على  أو 

ق المتطابقة عندما  :    تتحقّ  ، للأعداد الحقيقية 

ق المتطابقة عندما  ،   تتحقّ
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ا عندما ق المتطابقة أيضً وتتحقّ

، أي عندما  −= ب٢أ=٠ب٢أ

م نواتج التعلّ

يثبت صحة المتباينات

الجبرية في مواقف رياضية
عة )الحالة غير متنوّ

الشرطية(.

ابدأ بكتابة »الطرف الأيمن −
الطرف الأيسر«

ل المربع لتكوين  ٢سأكمِ

٢س≤
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ق المتطابقة عندما  ٠س=تتحقّ
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ق المتطابقة. ا متى تتحقّ د أيضً أثبِت المتباينات الآتية. وحدِّ

 ١

 ٢

عدا             المتطابقة،  تتح قّق  متى  أي ضًا  �دد  وح  الآتية.  المتباينات  أث بِت 

 ٢ ١

 ٤ ٣

 ٦ ٥

ا★ ا أبدً ي — لا يكون سالبً التحدّ

نات دقيقة أنت محلّل بيانات في مصنع ينتج مكوّ

رة باستعمال آلتين، س وص. وبسبب للطائرات المسيّ

التآكل الميكانيكي وانحراف المعايرة وارتفاعات الطاقة

ج التكلفة العامة اليومية  بدلالة المفاجئة، تُنمذَ
  و بالعلاقة

ا.أثبِت أنّه مهما كان   و المختاران، فلن تكون التكلفة العامة للمصنع سالبة أبدً

٢ ]البرهان[
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ابدأ بكتابة »الطرف الأيمن −
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ق المتطابقة عندما  تتحقّ

و

٠س=
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تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في

حلّ قسم »حاول« ثم

شوا الإجابة. ناقِ
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ق المتطابقة في البند ١. ا متى تتحقّ د أيضً أثبِت المتباينات الآتية. وحدِّ

، فإنّ  ١ إذا كان  و

، فإنّ  ٢ إذا كان  و

لإثبات المتباينات المحتوية على جذور، احسب فرق مربّعيهما، )الطرف الأيمن(٢ −!
)الطرف الأيسر(٢

استخدم الخصائص الآتية في الإثبات:!

  • عندما الطرف الأيمن < ٠، الطرف الأيسر < ٠ :  )الطرف الأيمن(٢ < )الطرف الأيسر(٢  
الطرف الأيمن < الطرف الأيسر

  الطرف الأيمن ≤ الطرف الأيسر )الطرف الأيمن(٢ ≤ )الطرف الأيسر(٢  

   ، • عندما 
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=

بأ
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م نواتج التعلّ

يثبت صحة المتباينات

الجبرية في مواقف رياضية
ن عة )ومنها ما يتضمّ متنوّ

ا(. جذورً

احسب )الطرف الأيمن(٢ −
)الطرف الأيسر(٢

٢س≤
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أثبتنا أنّ )الطرف الأيمن(٢ ≤
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ق المتطابقة في البند ١. ا هل تتحقّ د أيضً أثبِت المتباينات الآتية. وحدِّ

، فإنّ  ١ إذا كان  و

، فإنّ  ٢ إذا كان  و

ق المتطابقة في البنود من ١ إلى ٣. ا هل تتحقّ د أيضً أثبِت المتباينات الآتية. وحدِّ

، فإنّ  ١ إذا كان 

، فإنّ  ٢ إذا كان  و

، فإنّ  ٣ إذا كان  و

، فإنّ  ٤ إذا كان  و

، فإنّ  ٥ إذا كان  و

، فإنّ  ٦ إذا كان 

ي — متباينة بجذور★ التحدّ
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+√<√+√من )١( و)٢(،  ب١٦أب٤أ
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تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في

حلّ قسم »حاول« ثم

شوا الإجابة. ناقِ

٣٦

— إثبات المتباينات (٣) ٥١-١
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ق المتطابقة. ا هل تتحقّ د أيضً أثبِت المتباينات الآتية. وحدِّ

، فإنّ  ١ إذا كان  و

، فإنّ  ٢ إذا كان  و

متباينة المتوسط الحسابي والمتوسط الهندسي!

، أو    ،  ، عندما 

تسري المتطابقة عندما 

ط حاصل ضرب! ا عندما يُبسَّ متباينة المتوسط الحسابي والمتوسط الهندسي مفيدة جدًّ

الحدود إلى ثابت.
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م نواتج التعلّ

يطبّق متباينة المتوسط

الحسابي والمتوسط
الهندسي في إثبات

المتباينات وإيجاد القيم
العظمى.

ا اكتب هذا دائمً

بأاضرب الطرفين في 
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ق المتطابقة. ا هل تتحقّ د أيضً أثبِت المتباينات الآتية. وحدِّ

، فإنّ  ١ إذا كان  و

، فإنّ  ٢ إذا كان  و

ق المتطابقة. ا هل تتحقّ د أيضً أثبِت المتباينات الآتية. وحدِّ

، فإنّ  ١ إذا كان 

٢ إذا كان   فإنّ 

فإنّ  ، ٣ إذا كان  

٤ إذا كان  فإنّ 
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بأاضرب الطرفين في 

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في

حلّ قسم »حاول« ثم

شوا الإجابة. ناقِ
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،

،
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ي — المساحة العظمى★ التحدّ

مستطيل محيطه  سم. باستعمال العلاقة بين المتوسط الحسابي والمتوسط

الهندسي، أثبِت أنّ مساحة المستطيل  سم٢.

المحيط = ٢٠٠ سم

مكان الشكل: مستطيل طوله  وعرضه 

ل تأمّ

أثبتنا في الدرس أنّ متباينة المتوسط الحسابي والمتوسط الهندسي 

. ا، بشرط أن يكون العددان غير سالبين  تصحّ دائمً

قنا المتباينة على أعداد سالبة؟ ل: ماذا يحدث لو حاولنا كسر هذا الشرط وطبّ سؤال للتأمّ

. افترض أنّ  و

١. احسب المتوسط الحسابي لهما.

ل حساب المتوسط الهندسي لهما. ٢. حاوِ

٣. هل تبقى إشارة المتباينة  صحيحة وسارية؟

ح الانهيار الجبري والمنطقي الذي يحدث هنا، ولماذا يُعدّ تعريف »المجالات والقيود« في وضّ

ا حيويًّا لمنع النماذج الطبية والهندسية من الانهيار في العالم الحقيقي. المتباينات أمرً

٢٠٠
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٢-١ — المتتابعات والحدود العامة

٢-١
الرياضيات

المتتابعات والحدود العامة
الفصل الثانى  المتتابعات

المفهوم ١  ·  المتتابعات الحسابية

تخيَّل أنك مدرّب رياضى يضع برنامج تأهيل للاعب

ا فى الأسبوع الأول، مصاب. تجعله يهرول ١٠ دقائق يوميًّ

ة ٣ دقائق بالضبط فى كل أسبوع لاحق )١٣ ثم تزيد المدّ

دقيقة، ثم ١٦، ثم ١٩ ...(.

ية الثابتة متتابعة حسابية فى صورة هذه الزيادة الخطّ

ل تخليص الكبد عملية. وفى الطبّ والأحياء تحكم هذه الأنماط الثابتة عمليات حاسمة، مثل معدّ

ا بعد للسموم فى الساعة، وكيفية انقسام الخلايا مع الزمن. وبدلًا من جمع البرنامج أسبوعً

ة تدريب المريض فى أسبوع، تعطيك قوانين المتتابعة الحسابية الإجابة الدقيقة فى الحال: مدّ

الأسبوع ٢٤، ومجموع زمن الجرى المتراكم خلال شهور.

لات التغيّر الجمعى الثابتة، لتحديد حدود ا معدّ ه: كيف ننمذج رياضيًّ السؤال الموجِّ

ية فى المتتابعة؟ بعينها ومجاميع تراكمية كلّ

الفصل الثانى — المتتابعات

ى كل عدد فى المتتابعة حدًّا.! ى متتابعة، ويُسمَّ قائمة من الأعداد مرتَّبة فى صفٍّ تُسمَّ

ى حدود المتتابعة الحدَّ الأول، والحدَّ الثانى، والحدَّ الثالث، إلخ، بالترتيب من تُسمَّ

. ى الحدُّ فى الموضع  بـ الحدِّ رقم  البداية. ويُسمَّ

للتعبير عن متتابعة بصورة عامة، نكتبها على النحو الآتى بإلحاق رقم الحدِّ بحرف واحد.!

. ا بـ  يُرمز لهذه المتتابعة أيضً

مثال: 

، فإن تعويض  فى  يعطى! ر عن  بتعبير بدلالة  عندما يُعبَّ

. ى مثل هذا التعبير بدلالة  بـ الحدِّ العام للمتتابعة  يُسمَّ

مثال: 

ظ! لاحِ

نن

……  ،نأ ، ،٣أ ،٢أ ،١أ

نأ{}

{}:…  ،١٦ ،٨ ،٤ ،٢نأ

====…  ،٤١٦أ ،٣٨أ ،٢٤أ ،١٢أ

…ننأ ن ،٣ ،٢ ،١

…  ،٣أ ،٢أ ،١أ

نأ{}ن

=−+ ٧ن٢نأ

=−×+= =+×−=١٢١٧٥أ =+×−=٢٢٢٧٣أ ٣٢٣٧١أ

نواتج التعلُّم

إيجاد الحدِّ العام للمتتابعة،

واستنتاج بعض حدودها.

 هو الحدُّ الأول،  هو الحدُّ رقم

.

نأ١أ

ن

+− هو حدٌّ عام. ٧ن٢

٤٠
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حلّ المسائل الآتية.

، فأوجد الحدَّ الأول حتى الحدِّ الثالث١ ى بـ  إذا كان الحدُّ العام للمتتابعة  معطً

من هذه المتتابعة.

٢. استنتج الحدَّ العام للمتتابعات الآتية 

)جـ( )ب( )أ( 

طريقة الحلّ

ض  فى ١ عوّ

أنشئ قانونًا بالنظر فى الانتظام.٢

، فإن  ) )أ( بما أنها )رقم الحدِّ 

)ب( بالنسبة للمتتابعات ذات الإشارات المتناوبة، انظر فى انتظام جزء الإشارة وجزء العدد

بشكل منفصل.

« وتتناوب، فإنها  بالنسبة للإشارة، بما أن الحدَّ الأول »

(، فهو  بالنسبة للعدد، بما أنه  )رقم الحدِّ

إذن، 

)جـ( بالنسبة للمتتابعات الكسرية، انظر فى انتظام المقام والبسط بشكل منفصل.

، إذن   ) المقام هو  )رقم الحدِّ

(، إذن  البسط هو )رقم الحدِّ

إذن، 

ل
وِ
حا

حلّ المسائل الآتية.

ى بالقوانين الآتية، فأوجد الحدَّ الأول حتى الحدِّ الثالث١ إذا كان الحدُّ العام للمتتابعة  معطً

من المتتابعة.

)د( )جـ( )ب( )أ( 

٢. استنتج الحدَّ العام للمتتابعات الآتية 

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

الفصل الثانى — المتتابعات

=نأ{}
+

نأ
ن

١ن

نأ{}

… ١٦ ،٩ ،٤ ،١ ،٠، −−… ١٠ ،٨ ،٦ ،٤ ،٢، … ١، 
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٣
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٣

٥
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٩
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٢١
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+
= ٣أ

٣

٣١

٣

٤

−١
٢

=(−) ١ننأ
٢

+(−)
−

١
١ن

ن٢٢×

=(−)
−

× ١نأ
١ن

ن٢

×١−٢− ١ن٢

ن

=
−

نأ
ن

١ن٢

نأ{}

=− ×=٣ن٢نأ −=ن٢٣نأ =ن٢٧ننأ
+

نأ
ن

١ن٢

نأ{}

… ٦٤ ،٢٧ ،٨ ،١ ،٠، −−−… ١٥ ،١٢ ،٩ ،٦ ،٣، 

… ١٤ ،١١ ،٨ ،٥ ،٢، … ١، 
٣

٤
، 

٥

٩
، 

٧

١٦
، 

٩

٢٥
، 

« وتتناوب، إذا كان الحدُّ الأول »

. فإنها 

−

ن١(−)

. ن٢الأعداد الزوجية هى 

−الأعداد الفردية هى  ١ن٢

اعمل مع زميل

تعاون مع مجموعتك فى حلّ

ل« ثم ناقشوا الإجابة. قسم »حاوِ

٤١

استِ�دّ
استِ�دّ
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ب تدرَّ

حلّ المسائل الآتية.

ى بالقوانين الآتية، فأوجد الحدَّ الأول حتى الحدِّ الثالث١ إذا كان الحدُّ العام للمتتابعة  معطً

من المتتابعة.

)د( )جـ( )ب( )أ( 

)ح( )ز( )و( )هـ( 

)ل( )ك( )ى( )ط( 

٢. استنتج الحدَّ العام للمتتابعات الآتية 

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

)ى( )ط( 

)ك( 

ى ★ التحدِّ

استنتج الحدَّ العام، ثم أوجد الحدَّ العشرين.

الفصل الثانى — المتتابعات

نأ{}

=− +−=٨ن٥نأ −−=١ن٣نأ −=٤ن٢نأ ١ن٣نأ

=(−) (−)×=ن٣نأ −=ن٣٢نأ ++=٢١ننأ ١ن٢ننأ
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٢-٢ — المتتابعة الحسابية )١(

٢-٢
الرياضيات

المتتابعة الحسابية )١(
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد الحدَّ الأول والأساس للمتتابعات الحسابية الآتية.

)ب( )أ( 

٢ المتتابعات الآتية متتابعات حسابية. أوجد الأساس والعددين المناسبين

. لـ  و

)ب( )أ( 

، أوجد الحدَّ العام. كذلك، أوجد الحدَّ ها الأول  وأساسها  ٣ للمتتابعة الحسابية  التى حدُّ

العشرين.

، الأساس:   )أ( الحدُّ الأول: 

، الأساس:  )ب( الحدُّ الأول: 

، ومن ثَمَّ  ، إذن  ع  ليكن الأساس المتوقَّ

 :  ،  :  ، الأساس: 

ى متتابعة! المتتابعة التى نحصل عليها بإضافة عدد ثابت  إلى كل حدٍّ سابق بالتتابع تُسمَّ

ى العدد الثابت  الأساس. حسابية، ويُسمَّ

ها الأول  وأساسها  مثال: متتابعة حسابية حدُّ

… ،  +٣ ،  +٣ ،  +٣ ،  +٣ ،

ها الأول  وأساسها  هو ! الحدُّ العام للمتتابعة الحسابية التى حدُّ

ظ! لاحِ

د
د

١٣

١٤٧١٠١٣

(−)+=دأ د١نأنأ

دّ استعِ

… ١١ ،٨ ،٥ ،٢، −−−−… ١٧ ،١٢ ،٧ ،٢ ،٣، 

بأ

−أ …−ب ،أ ،١٣ ،…ب ،١ ،٢ ، ، ٢، 

{} ٦−٨نأ

طريقة الحلّ

٢٣

٥−٣

−=د −=١٥د٣ ٥د

٣ب٨أ٥−

م نواتج التعلّ

حساب الحدِّ العام للمتتابعة
الحسابية، وإيجاد بعض

نة. حدودها المعيَّ
…

−
أ ،أ

٢
أ ،

٣
أ ، ،

١
أ ،

٤٣

١
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الفصل الثانى — المتتابعات

،  فى  د الحدُّ العام بتعويض  ٣ يُوجَ

    

د الحدُّ العشرون بتعويض  فى  يُوجَ

    

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد الحدَّ الأول والأساس للمتتابعات الحسابية الآتية.

)ب( )أ( 

٢ المتتابعات الآتية متتابعات حسابية. أوجد الأساس والعددين المناسبين

. لـ  و

)ب( )أ( 

، أوجد الحدَّ العام. كذلك، أوجد الحدَّ السابع. ٣ للمتتابعات الحسابية الآتية 

، والأساس  ، والأساس )أ( الحدُّ الأول  )ب( الحدُّ الأول 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد الحدَّ الأول والأساس للمتتابعات الحسابية الآتية.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

−=٨أ= (−)+=٦د د١نأنأ

=+(−)×(−) ١٦ن٨نأ

=−+ ٦ن٨٦

=−+ +−=١٤ن٦ ١٤ن٦نأ

+−=٢٠ن= ١٤ن٦نأ

=−×+ ٢٠٦٢٠١٤أ

=−١٠٦=− ٢٠١٠٦أ

ل
وِ
حا

… ١٧ ،١٣ ،٩ ،٥ ،١، … ٧ ،١١ ،١٥ ،١٩ ،٢٣، 

بأ

…ب ،١٧ ،أ ،…ب ،أ ،٩ ،٢ ، ٥، 

{} نأ

٣−٤٣٢

ب تدرَّ

… ١١ ،٩ ،٧ ،٥ ،٣، −−−−… ٣ ،١ ،٥ ،٩ ،١٣، 

−… ١٠ ،٧ ،٤ ،١ ،٢، −… ٢ ،١ ،٤ ،٧ ،١٠، 

… ٦، 
١٦

٣
، 

١٤

٣
، ٤، 

١٠

٣
، −−−−−… ٤، 

٩

٢
، ٥، 

١١

٢
، ٦، 

اعمل مع زميل

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

٤٤
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الفصل الثانى — المتتابعات

٢ المتتابعات الآتية متتابعات حسابية. أوجد الأساس والعددين المناسبين

. لـ  و

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)هـ( 

)و( 

، أوجد الحدَّ العام. كذلك، أوجد الحدَّ السابع. ٣ للمتتابعات الحسابية الآتية 

، والأساس  )أ( الحدُّ الأول 

، والأساس  )ب( الحدُّ الأول 

، والأساس  )جـ( الحدُّ الأول 

، والأساس  )د( الحدُّ الأول 

، أوجد الحدَّ العام. كذلك، أوجد الحدَّ العاشر. ٤ للمتتابعات الحسابية الآتية 

، والأساس  )أ( الحدُّ الأول 

، والأساس  )ب( الحدُّ الأول 

، والأساس  )جـ( الحدُّ الأول 

، والأساس  )د( الحدُّ الأول 

ى★ التحدِّ

، ونسبة الحدِّ الرابع إلى فى متتابعة حسابية، مجموع الحدِّ الثالث والحدِّ السابع يساوى 

. أوجد الحدَّ الأول لهذه المتتابعة وأساسها. الحدِّ الثانى عشر تساوى 

بأ

 ،…ب ،أ ،١٣ ،٧ ،…ب ،أ ،١٥ ،٨
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٢-٣ — المتتابعة الحسابية )٢(

٢-٣
الرياضيات

المتتابعة الحسابية )٢(
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

ها الثامن  ها الثالث  وحدُّ ١ أوجد الحدَّ العام للمتتابعة الحسابية  التى حدُّ

، حلّ المسائل الآتية. ها الثامن  ٢ للمتتابعة الحسابية  التى أساسها  وحدُّ

قيمته أكبر من )أ( أوجد رقم الحدِّ الذى يساوى  )ب( أوجد رتبة أول حدٍّ 

،  متتابعة حسابية بهذا الترتيب، أوجد قيمة   ، ن الأعداد الثلاثة  ٣ عندما تُكوِّ

١ ليكن الحدُّ العام 

، وبتبسيط ذلك  ……)١( ، فإن  بما أن 

، وبتبسيط ذلك  ……)٢( ، فإن  وبما أن 

 ، ا:  بحلّ )١( و)٢( معً

إذن الحدُّ العام هو 

    

الحدُّ العام  للمتتابعة الحسابية  هو !

عند إيجاد الحدِّ العام للمتتابعة الحسابية، أوجد أولًا الحدَّ الأول  والأساس !

،  متتابعة حسابية بهذا الترتيب:!  ، عندما تكون المتتابعة 

ظ! لاحِ

(−)+نأ{}نأ د١نأ

دأ

جبأ

=+ جأب٢

دّ استعِ

{} ١٠٥٠نأ

{} ٤٣٣نأ

١١٣٥٠٠

س٢س٦س

طريقة الحلّ

=+(−) د١نأنأ

= (−)+=٣١٠أ +=د٣١أ١٠ د٢أ١٠

= (−)+=٨٥٠أ +=د٨١أ٥٠ د٧أ٥٠

=− ٨د=٦أ

=−+(−)× ١٨ن٦نأ

=− −=١٤ن٨ ١٤ن٨نأ

م نواتج التعلّ

حساب الحدِّ العام للمتتابعة
الحسابية، وإيجاد بعض

نة. حدودها المعيَّ

:  ،  ، جبأبالنظر فى 

د+د+

=(+)+(−) دجدأب٢

جأ+=

٤٦
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الفصل الثانى — المتتابعات

٢ ليكن الحدُّ العام لـ هو 

، فإن  بما أن الأساس  و

بحلّ ذلك: 

إذن الحدُّ العام لـ هو 

)أ( نبحث عن  بحيث 

، وبحلّ ذلك 

إذن، الحدُّ الثامن والعشرون.

)ب( نبحث عن أصغر عدد طبيعى  بحيث 

، وبحلّ ذلك 

إذن، الحدُّ الخامس والعشرون بعد المائة.

ن متتابعة حسابية بهذا الترتيب: ،  تُكوِّ  ، ٣ بما أن 

وبحلّ ذلك: 

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد الحدَّ العام للمتتابعات الحسابية الآتية 

، والحدُّ السابع عشر هو  )أ( الحدُّ الأول هو 

، والحدُّ السادس عشر هو  )ب( الأساس هو 

، والحدُّ الخامس عشر هو  )جـ( الحدُّ السادس هو 

، حلّ المسائل الآتية. ٢ للمتتابعة الحسابية  ذات الحدِّ الأول  والأساس 

د أىَّ حدٍّ يساوى  )ب( أوجد أول حدٍّ أكبر من )أ( حدِّ

،  متتابعة حسابية بهذا الترتيب، أوجد قيمة   ، ن الأعداد الثلاثة  ٣ عندما تُكوِّ
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تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

أوجد الحدَّ العام أولًا.

ل إلى صورة عشرية للدراسة. حوِّ

=+ جأب٢

٤٧



٢-٣ — المتتابعة الحسابية )٢(

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد الحدَّ العام للمتتابعات الحسابية الآتية 

، والحدُّ الرابع  ، والحدُّ الثامن )أ( الحدُّ الأول  )ب( الحدُّ الأول 

، والحدُّ الثامن  ، والحدُّ العاشر )جـ( الحدُّ الأول  )د( الحدُّ الأول 

، والحدُّ الثامن  ، والحدُّ الخامس )هـ( الأساس  )و( الأساس 

، والحدُّ السادس  ، والحدُّ الثلاثون )ز( الأساس  )ح( الأساس 

، والحدُّ العاشر  ، والحدُّ العاشر )ط( الحدُّ الرابع  )ى( الحدُّ الثالث 

، والحدُّ الثالث والعشرون  ، والحدُّ العاشر )ك( الحدُّ العاشر  )ل( الحدُّ الثالث 

، حلّ المسائل الآتية. ها الثالث عشر  ٢ للمتتابعة الحسابية  التى أساسها  وحدُّ

د أىَّ حدٍّ يساوى  )ب( أوجد أول حدٍّ يكون أصغر من )أ( حدِّ

، حلّ المسائل الآتية. ها العشرون  ها العاشر  وحدُّ ٣ للمتتابعة الحسابية  التى حدُّ

د أىَّ حدٍّ يساوى  )ب( أوجد أول حدٍّ يكون أصغر من )أ( حدِّ

،  متتابعة حسابية بهذا الترتيب، أوجد قيمة   ، ن الأعداد الثلاثة  ٤ عندما تُكوِّ

،  متتابعة حسابية بهذا الترتيب، أوجد قيمة   ، ن الأعداد الثلاثة  ٥ عندما تُكوِّ

ى★ التحدِّ

،  ، ن  ،  متتابعة حسابية بهذا الترتيب، وتُكوِّ  ،  ، ن الأعداد الأربعة  عندما تُكوِّ

 ،  ،  كذلك متتابعة حسابية بهذا الترتيب، أوجد قيم 

ب تدرَّ
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٢-٤ — مجموع المتتابعة الحسابية )١(

٢-٤
الرياضيات

مجموع المتتابعة الحسابية )١(
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموع المتتابعات الحسابية الآتية.

، وعدد حدودها  ها الأخير  ، وحدُّ ها الأول  )أ(  لمتتابعة حدُّ

ها الأخير  ، وحدُّ ، وأساسها  ها الأول  )ب(  لمتتابعة حدُّ

، وعدد حدودها  ، وأساسها  ها الأول  )جـ(  لمتتابعة حدُّ

، وأساسها  ها الأول  )د(  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  لمتتابعة حدُّ

، أوجد المجموع من الحدِّ العاشر حتى الحدِّ العشرين. ٢ للمتتابعة الحسابية 

ى الحدُّ الأخير الحدَّ الأخير.! ى  عدد الحدود، ويُسمَّ ا، يُسمَّ فى متتابعة مؤلَّفة من  حدًّ

لتكن  مجموع الحدود من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  لمتتابعة حسابية.

: ، وعدد الحدود  ، والحدُّ الأخير  عندما يكون الحدُّ الأول 

: ، وعدد الحدود  ، والأساس  وعندما يكون الحدُّ الأول 

عندما يكون عدد الحدود  مجهولًا، أوجد  أولًا باستخدام !

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

حساب الحدِّ العام للمتتابعة
الحسابية. إيجاد بعض الحدود

نة فى متتابعة حسابية. المعيَّ

إيجاد مجموع المتتابعة

الحسابية.

ض بـ  فى عوِّ
القانون أعلاه.

=+(−) د١نأل

٤٩



٢-٤ — مجموع المتتابعة الحسابية )١(

الفصل الثانى — المتتابعات

:  ،  ، ١ )أ( بما أن 

)ب( أوجد أولًا عدد الحدود. لتكن  عدد الحدود.

: ، والحدَّ الأخير  ، والأساس  بما أن الحدَّ الأول 

بحلّ هذه المعادلة: 

:  ،  ، )جـ( بما أن 

:  ، )د( بما أن 

٢ المجموع المطلوب يُحسب بـ 

:  ، بما أن 

إذن، 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموع المتتابعات الحسابية الآتية.

، وعدد حدودها  ها الأخير  ، وحدُّ ها الأول  )أ(  لمتتابعة حدُّ

ها الأخير  ، وحدُّ ، وأساسها  ها الأول  )ب(  لمتتابعة حدُّ

، وعدد حدودها  ، وأساسها  ها الأول  )جـ(  لمتتابعة حدُّ

، وأساسها  ها الأول  )د(  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  لمتتابعة حدُّ

طريقة الحلّ
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تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ
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٢-٤ — مجموع المتتابعة الحسابية )١(

الفصل الثانى — المتتابعات

، أوجد المجموع من الحدِّ العشرين حتى ها الأول  وأساسها  ٢ للمتتابعة الحسابية التى حدُّ

الحدِّ الثلاثين.

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموع المتتابعات الحسابية الآتية.

، عدد الحدود  ، الحدُّ الأخير  )أ(  لمتتابعة: الحدُّ الأول 

، عدد الحدود  ، الحدُّ الأخير  )ب(  لمتتابعة: الحدُّ الأول 

، عدد الحدود  ، الحدُّ الأخير  )جـ(  لمتتابعة: الحدُّ الأول 

، الحدُّ الأخير  ، الأساس  )د(  لمتتابعة: الحدُّ الأول 

، الحدُّ الأخير  ، الأساس  )هـ(  لمتتابعة: الحدُّ الأول 

، الحدُّ الأخير  ، الأساس  )و(  لمتتابعة: الحدُّ الأول 

، عدد الحدود  ، الأساس  : الحدُّ الأول  )ز( 

، عدد الحدود  ، الأساس  : الحدُّ الأول  )ح( 

، عدد الحدود  ، الأساس  : الحدُّ الأول  )ط( 

، الأساس  : الحدُّ الأول  )ى(  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ 

، الأساس  : الحدُّ الأول  )ك(  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ 

، الأساس  : الحدُّ الأول  )ل(  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ 

، أوجد المجموع من الحدِّ الحادى عشر حتى الحدِّ ٢ للمتتابعة الحسابية 

العشرين.

، أوجد المجموع من الحدِّ العاشر حتى ها الأول  وأساسها  ٣ للمتتابعة الحسابية التى حدُّ

الحدِّ الخامس والعشرين.

، أوجد المجموع من الحدِّ الثامن حتى الحدِّ الثامن عشر. ٤ للمتتابعة الحسابية 
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ى★ التحدِّ

للمتتابعة الحسابية

، أوجد مجموع
الحدود الفردية من الحدِّ الأول

حتى الحدِّ الحادى عشر.
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٢-٥ — مجموع المتتابعة الحسابية )٢( )مجموع الأعداد الطبيعية(

٢-٥
الرياضيات

مجموع المتتابعة الحسابية )٢(
)مجموع الأعداد الطبيعية(

الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

أوجد المجاميع الآتية.

١ مجموع الأعداد الطبيعية من  إلى 

٢ مجموع الأعداد الطبيعية من  إلى 

٣ مجموع مضاعفات العدد  من بين الأعداد الطبيعية المؤلَّفة من رقمين.

: ١ بما أن المجموع المطلوب هو 

، وعدد حدودها  ها الأخير  ، وحدُّ ها الأول  احسب مجموع متتابعة حسابية حدُّ

: ٢ بما أن المجموع المطلوب هو 

، وعدد حدودها  ها الأخير  ، وحدُّ ها الأول  احسب مجموع متتابعة حسابية حدُّ

م المتتابعات الحسابية فى المسائل التى تتعلق بمجاميع الأعداد الطبيعية أو! استخدِ

المضاعفات.

، والحدُّ! مجموع المتتابعة الحسابية  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  هو: عندما يكون الحدُّ الأول 

: ، وعدد الحدود  الأخير 

: ، وعدد الحدود  ، والأساس  وعندما يكون الحدُّ الأول 

عندما يكون عدد الحدود  مجهولًا، أوجد  أولًا باستخدام !

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

حساب الحدِّ العام للمتتابعة
الحسابية. إيجاد بعض الحدود

نة فى متتابعة حسابية. المعيَّ

إيجاد مجموع المتتابعة

الحسابية )الأعداد الطبيعية(.

، ثم انظر فى اكتب الحدود صراحةً
الحدِّ الأول والحدِّ الأخير وعدد

الحدود.
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٢-٥ — مجموع المتتابعة الحسابية )٢( )مجموع الأعداد الطبيعية(

الفصل الثانى — المتتابعات

: ٣ بما أن المجموع المطلوب هو 

ها الأخير  ، وحدُّ ، وأساسها  ها الأول  احسب مجموع متتابعة حسابية حدُّ

أوجد أولًا عدد الحدود. لتكن  عدد الحدود.

، وبحلّ ذلك 

أوجد المجاميع الآتية.

١ مجموع الأعداد الطبيعية من  إلى 

٢ مجموع الأعداد الطبيعية من  إلى 

٣ مجموع جميع الأعداد الطبيعية المؤلَّفة من رقمين والتى هى مضاعفات للعدد 

٤ مجموع جميع الأعداد الطبيعية المؤلَّفة من رقمين والتى يكون باقى قسمتها على  يساوى 

أوجد المجاميع الآتية.

١ مجموع الأعداد الطبيعية من  إلى 

٢ مجموع الأعداد الطبيعية من  إلى 

٣ مجموع الأعداد الطبيعية من  إلى 

٤ مجموع الأعداد الطبيعية المؤلَّفة من رقمين.

٥ مجموع الأعداد الفردية المؤلَّفة من رقمين.

٦ مجموع مضاعفات العدد  من  إلى 

٧ مجموع جميع الأعداد الطبيعية من  إلى  التى يكون باقى قسمتها على  يساوى 

٨ مجموع جميع مضاعفات العدد  من  إلى 

٩ مجموع جميع الأعداد الطبيعية من  إلى  التى لا تقبل القسمة على 

ى★ التحدِّ

أوجد مجموع الأعداد التى لا تقبل القسمة على  من  إلى 
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شوا الإجابة. ناقِ

بما أن عدد الحدود  مجهول، أوجد

.  باستخدام 
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٢-٦ — مجموع المتتابعة الحسابية )٣(

٢-٦
الرياضيات

مجموع المتتابعة الحسابية )٣(
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

ا من الحدِّ الأول يكون مجموعها  ، أوجد كم حدًّ ها الأول  وأساسها  ١ فى متتابعة حسابية حدُّ

ها الأول  ومجموع حدودها من الحدِّ ٢ أوجد الحدَّ العام للمتتابعة الحسابية  التى حدُّ

الأول إلى الحدِّ الخامس عشر هو 

، أوجد عدد الحدود من البداية الذى يعطى ها الأول  وأساسها  ٣ فى متتابعة حسابية حدُّ

ا المجموع المقابل. أكبر مجموع. وأوجد أيضً

مجموع المتتابعة الحسابية  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  هو:!

 : ، وعدد الحدود  ، والحدُّ الأخير  عندما يكون الحدُّ الأول 

 : ، وعدد الحدود  ، والأساس  وعندما يكون الحدُّ الأول 

لإيجاد أكبر قيمة لمجموع متتابعة حسابية أساسها سالب، احسب مجموع الحدود الموجبة.!

ها الأول  وأساسها  مثال: متتابعة حسابية حدُّ

المجموع حتى هذا الحدِّ يكون أكبر ما يمكن.

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

إيجاد مجموع المتتابعة
الحسابية. تحديد عدد الحدود

فى متتابعة حسابية.
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٢-٦ — مجموع المتتابعة الحسابية )٣(

الفصل الثانى — المتتابعات

ها الأول  وأساسها  ١ افترض أن مجموع الحدود من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  لمتتابعة حسابية حدُّ

يساوى 

وبالتبسيط: 

. وبما أن  عدد طبيعى، فإنها خمسة حدود. وبحلّ ذلك: 

٢ ليكن  أساس المتتابعة الحسابية المطلوبة.

: بما أن الحدَّ الأول  ومجموع الحدود حتى الحدِّ الخامس عشر 

وبحلّ ذلك: 

إذن الحدُّ العام هو 

وبالتبسيط: 

٣ الحدُّ العام لهذه المتتابعة هو 

وبحلّ  نجد أن 

ا سالبة. أى أن الحدود من الأول حتى السابع عشر موجبة، والحدود من الثامن عشر فصاعدً

إذن المجموع حتى الحدِّ السابع عشر يكون أكبر ما يمكن: الحدُّ السابع عشر

: ، وعدد حدودها  ، وأساسها  ها الأول  والمجموع حينئذٍ هو مجموع متتابعة حسابية حدُّ

حلّ المسائل الآتية.

ا من الحدِّ الأول يكون مجموعها ، أوجد كم حدًّ ها الأول  وأساسها  ١ فى متتابعة حسابية حدُّ

ها الأول  ومجموع حدودها من الحدِّ الأول ٢ أوجد الحدَّ العام للمتتابعة الحسابية  التى حدُّ

إلى الحدِّ الثالث عشر هو 

، أوجد عدد الحدود من البداية الذى يعطى ها الأول  وأساسها  ٣ فى متتابعة حسابية حدُّ

ا المجموع المقابل. أكبر مجموع. وأوجد أيضً

٤ أوجد الحدَّ العام للمتتابعة الحسابية  التى مجموع حدودها من الحدِّ الأول إلى الحدِّ العاشر

، ومجموع حدودها من الحدِّ الأول إلى الحدِّ العشرين هو  هو 

طريقة الحلّ

٤٣ن

٥٠
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−+> =>٦٩٠ن٤ ٦٩ن

٤
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×{×+(−)×(−)}=
١

٢
١٧٢٦٥١٧١٤٥٦١

ل
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حا

٢−١٧

−٦٣

{} ٨نأ

−١٣٠

٤−٧٠

{} نأ

١٠٤٠

أخطاء شائعة

أنت هنا تحلّ لمعرفة متى يكون

، بدلًا ا  المجموع موجبً

من إيجاد الحدِّ الذى تظلّ

المتتابعة موجبة حتى عنده

.

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

={×+(−)(−)}> نم
١

٢
١٤٠ن٢٦٥ن

(>) م
ن

٠

(>) ٠نأ

لإيجاد الحدِّ العام تحتاج الحدَّ الأول

. دأ والأساس 

أوجد إلى أى حدٍّ تظلّ الحدود
موجبة.

  |  

حدود سالبةحدود موجبة

… …١٧أ ، ،٢أ ،١أ  ،١٩أ ،١٨أ

٥٥



٢-٦ — مجموع المتتابعة الحسابية )٣(

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

ها الأول  وأساسها  يساوى  ا لمتتابعة حسابية حدُّ ١ أوجد  بحيث يكون مجموع أول  حدًّ

ها الأول  وأساسها  يساوى ا لمتتابعة حسابية حدُّ ٢ أوجد  بحيث يكون مجموع أول  حدًّ

ها الأول  ومجموع حدودها الستة الأولى هو ٣ أوجد الحدَّ العام للمتتابعة الحسابية  التى حدُّ

، أوجد قيمة  التى تعطى أكبر مجموع، والمجموع ها الأول  وأساسها  ٤ فى متتابعة حدُّ

المقابل.

، أوجد قيمة  التى تعطى أكبر مجموع، والمجموع ها الأول  وأساسها  ٥ فى متتابعة حدُّ

المقابل.

ها الثالث  ومجموع حدودها العشرة الأولى  ٦ أوجد الحدَّ العام للمتتابعة  التى حدُّ

٧ أوجد الحدَّ العام للمتتابعة  التى مجموع حدودها الستة الأولى هو  ومجموع حدودها

العشرة الأولى هو 

٨ أوجد الحدَّ العام للمتتابعة  التى مجموع حدودها العشرين الأولى هو  ومجموع

حدودها الثلاثين الأولى هو 

ى★ التحدِّ

. فما ، والحدُّ الخمسون يساوى  الحدُّ الخامس عشر فى متتابعة حسابية يساوى 

المجموع الجزئى التاسع والسبعون لهذه المتتابعة الحسابية؟

ل تأمَّ

»إذا كان منسوب الماء فى بحيرة ينخفض بمقدار ثابت كل يوم، فكيف يساعدنا فهم المتتابعات

ؤ بموعد نفاد الماء؟« الحسابية على التنبّ

ب تدرَّ

٣٢٦٣نن

٤−٢٤نن

−٢٨

{} ٤نأ

١١٤

ن٦−٢٠
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{} ١٠١٧٥نأ

{} ٣نأ

٦٥

{} ٤٠٠نأ

٩٠٠

٣٣١٠٣

٥٦



٢-٧ — المتتابعة الهندسية )١(

٢-٧
الرياضيات

المتتابعة الهندسية )١(
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

المفهوم ٢  ·  المتتابعات الهندسية

تدخل بكتيريا إشريكية قولونية واحدة إلى مجرى الدم. وفى
الظروف المثالية لا تنقسم إلى خليتين فحسب، بل تنقسم

الخليتان إلى أربع خلايا، والأربع إلى ثمانى خلايا، فيتضاعف

العدد كل ٢٠ دقيقة. وخلال ٢٤ ساعة تتكاثر تلك الخلية الواحدة
إلى مستعمرة عددها آلاف المليارات من المليارات، تفوق

عدد نجوم المجرّة. هذه هى حقيقة النمو الهندسى.

ا؟ وكيف ا سريعً ه: كيف تتصاعد العمليات ذات القيم الابتدائية الصغيرة تصاعدً السؤال الموجِّ
ا بأثرها التراكمى عبر الزمن؟ أ رياضيًّ نتنبّ

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد الحدَّ العام للمتتابعات الهندسية الآتية 

، والأساس  )ب( )أ( الحدُّ الأول 

)جـ( 

٢ المتتابعة الآتية متتابعة هندسية. أوجد الأساس والعددين المناسبين فيها.

ى متتابعة! المتتابعة التى نحصل على كل حدٍّ فيها بضرب الحدِّ السابق فى عدد ثابت  تُسمَّ

ى العدد الثابت  الأساس. هندسية، ويُسمَّ

ها الأول  وأساسها  مثال: متتابعة هندسية حدُّ

… ،  ×٢ ،  ×٢ ،  ×٢ ،  ×٢ ،

ها الأول  وأساسها  هو ! الحدُّ العام للمتتابعة الهندسية التى حدُّ

ظ! لاحِ

ر

ر

١٢

١٢٤٨١٦

−=رأ ١نرأنأ

دّ استعِ

{} نأ

٢٣… ٤٠ ،٢٠ ،١٠ ،٥، 

−−… ٩ ،٦ ،٤، 
٢٧

٢
، 

 ،…ب ،١٢ ،٢٤ ،أ

م نواتج التعلّ

حساب الحدِّ العام للمتتابعة
الهندسية، وتعيين حدود

نة فيها. معيَّ

ضرب  فى   مرة ينتج عنه

.

…− نأ ،١نأ ، ،٣أ ،٢أ ،أ

ر×ر×ر×

(−)رأ ١ن

نأ

٥٧



٢-٧ — المتتابعة الهندسية )١(

الفصل الثانى — المتتابعات

١ )أ( 

: )ب( ليكن  الأساس. بما أن الحدَّ الأول  والحدَّ الثانى 

: ها الأول  وأساسها  إذن، بما أنها متتابعة هندسية حدُّ

: )جـ( ليكن  الأساس. بما أن الحدَّ الأول  والحدَّ الثانى 

: ها الأول  وأساسها  إذن، بما أنها متتابعة هندسية حدُّ

٢ ليكن  الأساس المطلوب.

 ، إذن 

   : بما أن  مضروبًا فى  يعطى 

   : وبما أن  مضروبًا فى  يعطى 

 :  ،  :  ، إذن الأساس: 

طريقة الحلّ
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م القوسين  عندما يكون استخدِ
ا. ا أو كسرً ا سالبً الأساس عددً

()

…ب٢٤١٢أ

×½×½×½

٥٨



٢-٧ — المتتابعة الهندسية )١(

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد الحدَّ العام للمتتابعات الهندسية الآتية 

، والأساس  ، والأساس )أ( الحدُّ الأول  )ب( الحدُّ الأول 

، والأساس  )د( )جـ( الحدُّ الأول 

)و( )هـ( 

٢ المتتابعة الآتية متتابعة هندسية. أوجد الأساس والعددين المناسبين فيها.

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد الحدَّ العام للمتتابعات الهندسية الآتية 

، والأساس  ، والأساس )أ( الحدُّ الأول  )ب( الحدُّ الأول 

، والأساس  ، والأساس )جـ( الحدُّ الأول  )د( الحدُّ الأول 

، والأساس  ، والأساس )هـ( الحدُّ الأول  )و( الحدُّ الأول 

، والأساس  ، والأساس )ز( الحدُّ الأول  )ح( الحدُّ الأول 

، والأساس  )ى( )ط( الحدُّ الأول 

)ل( )ك( 

)ن( )م( 

)ع( )س( 

)ص( )ف( 

٢ المتتابعات الآتية متتابعات هندسية. أوجد الأساس والعددين المناسبين

. لـ  و

)ب( )أ( 

)جـ( 

ى★ التحدِّ

، فأوجد  فى متتابعة هندسية تزايدية، إذا كان  و 
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ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ
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٢-٨ — المتتابعة الهندسية )٢(

٢-٨
الرياضيات

المتتابعة الهندسية )٢(
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد الحدَّ العام للمتتابعات الهندسية الآتية 

، والحدُّ السادس  ، والحدُّ السادس )أ( الحدُّ الرابع  )ب( الحدُّ الثالث 

،  متتابعة هندسية بهذا الترتيب، أوجد قيمة   ، ن الأعداد الثلاثة  ٢ عندما تُكوِّ

،  متتابعة  ، ن  ،  متتابعة حسابية بهذا الترتيب، وتُكوِّ  ، ن الأعداد الثلاثة  ٣ عندما تُكوِّ

هندسية بهذا الترتيب، أوجد قيمتَى  و

١ )أ( ليكن الحدُّ العام 

، فإن  ……)١( بما أن الحدَّ الرابع 

، فإن  ……)٢( وبما أن الحدَّ السادس 

. وبقسمة )٢( على )١(:  ، من )١( و)٢(: 

، إذن 

، أى  ، فإن  من )١(: عندما 

، أى  ، فإن  وعندما 

إذن  أو 

ها الأول  وأساسها  هو ! الحدُّ العام للمتتابعة الهندسية التى حدُّ

،  متتابعة هندسية بهذا الترتيب:!  ، عندما تكون المتتابعة 

ظ! لاحِ

−=رأ ١نرأنأ

جبأ
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دّ استعِ

{} نأ
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طريقة الحلّ
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م نواتج التعلّ

حساب الحدِّ العام للمتتابعة
الهندسية، وتعيين حدود

نة فيها. معيَّ
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اختصر الكسر.
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٢-٨ — المتتابعة الهندسية )٢(

الفصل الثانى — المتتابعات

)ب( ليكن الحدُّ العام 

، فإن  ……)١( بما أن الحدَّ الثالث 

، فإن  ……)٢( وبما أن الحدَّ السادس 

. وبقسمة )٢( على )١(:  ، من )١( و)٢(: 

وبما أن  عدد حقيقى، فإن 

، أى  وبالتعويض فى )١(: 

إذن 

ن متتابعة هندسية بهذا الترتيب، فإن  ،  تُكوِّ  ، ٢ بما أن 

وبحلّ ذلك: 

ن متتابعة حسابية بهذا الترتيب، فإن  ……)١( ،  تُكوِّ  ، ٣ بما أن 

ن متتابعة هندسية بهذا الترتيب، فإن  ……)٢( ،  تُكوِّ  ، وبما أن 

من )١(:  ……)١(ʹ. وبالتعويض فى )٢( والتبسيط: 

وبحلّ ذلك: 

؛ وعندما  يكون  ومن )١(ʹ: عندما  يكون 

إذن  أو 

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد الحدَّ العام للمتتابعات الهندسية الآتية 

، والحدُّ الخامس  )أ( الحدُّ الثالث 

، والحدُّ الخامس  )ب( الحدُّ الثانى 

، والحدُّ السابع  )جـ( الحدُّ الثالث 

،  متتابعة هندسية بهذا الترتيب، أوجد قيمة   ، ن الأعداد الثلاثة  ٢ عندما تُكوِّ

،  متتابعة  ، ن  ،  متتابعة حسابية بهذا الترتيب، وتُكوِّ  ، ن الأعداد الثلاثة  ٣ عندما تُكوِّ

هندسية بهذا الترتيب، أوجد قيمتَى  و
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تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ
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٢-٨ — المتتابعة الهندسية )٢(

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد الحدَّ العام للمتتابعات الهندسية الآتية 

، والحدُّ الرابع  )أ( الحدُّ الثانى 

، والحدُّ الخامس  )ب( الحدُّ الثالث 

، والحدُّ الخامس  )جـ( الحدُّ الثالث 

، والحدُّ الخامس  )د( الحدُّ الثانى 

، والحدُّ السابع  )هـ( الحدُّ الرابع 

، والحدُّ السادس  )و( الحدُّ الثالث 

، والحدُّ السادس  )ز( الحدُّ الثانى 

، والحدُّ السابع  )ح( الحدُّ الثالث 

، والحدُّ الثامن  )ط( الحدُّ الرابع 

،  متتابعة هندسية بهذا الترتيب، أوجد قيمة   ، ن الأعداد الثلاثة  ٢ عندما تُكوِّ

،  متتابعة هندسية بهذا الترتيب، أوجد قيمة   ، ن الأعداد الثلاثة  ٣ عندما تُكوِّ

،  متتابعة  ، ن  ،  متتابعة حسابية بهذا الترتيب، وتُكوِّ  ، ن الأعداد الثلاثة  ٤ عندما تُكوِّ

هندسية بهذا الترتيب، أوجد قيمتَى  و

ى — ميزانية مبادرة الطاقة الخضراء★ التحدِّ

ط إدارةُ الاستدامة فى إحدى الشركات لميزانية ثلاثية السنوات للتخلّص التدريجى من الوقود تخطِّ

صاتها التمويلية السنوية عبر ثلاث مراحل متتالية، وفق نموذجين اقتصاديين الأحفورى. وهى تتابع مخصّ

مختلفين:

ا عند  مئة ألف ة، يكون تمويل السنة الأولى محدودً ى(: فى الظروف المستقرّ ع خطّ النموذج ١ )توسّ

ن . وهذه الأعداد الثلاثة تُكوِّ ين البنية التحتية الابتدائى(، تليه السنة الثانية  والسنة الثالثة  جنيه )دَ

متتابعة حسابية.

صات ن مخصّ ر الميزانية. فتُكوِّ النموذج ٢ )تدرّج تراكمى(: إذا حدث اختراق فى الطاقة النظيفة، تتغيّ

عة قدرها  مئة ألف جنيه متتابعةً هندسية. توقَّ ، وميزانية سنة رابعة مُ ، والسنة الثالثة  السنة الثانية 

ا فى ق النموذجان معً د قيمتَى الميزانية بالضبط لـ )السنة الثانية( و )السنة الثالثة( بحيث يتحقّ حدِّ

ا. الوقت نفسه، لتنتقل الشركة انتقالًا سلسً

ب تدرَّ

{} نأ
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٢-٩ — مجموع المتتابعة الهندسية )١(

٢-٩
الرياضيات

مجموع المتتابعة الهندسية )١(
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموع  للمتتابعات الهندسية الآتية.

، وعدد الحدود  ، والأساس  )أ( الحدُّ الأول 

، وعدد الحدود  ، والأساس  )ب( الحدُّ الأول 

٢ أوجد المجموع  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  للمتتابعة الهندسية الآتية.

:  ،  ، ١ )أ( بما أن 

:  ،  ، )ب( بما أن 

:  ، ٢ بما أن 

، هو:! ، من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  ها الأول  وأساسها  مجموع المتتابعة الهندسية  التى حدُّ

: عندما 

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

حساب مجموع متتابعة
ا. نهندسية مؤلَّفة من  حدًّ

القانون الذى يُستعمل عندما
١ريكون الأساس  أصغر من 

القانون الذى يُستعمل عندما
١ريكون الأساس  أكبر من 

، بما أن الأساس  أكبر من 

ل  استعمِ
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٢-٩ — مجموع المتتابعة الهندسية )١(

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموع  للمتتابعات الهندسية الآتية.

، وعدد الحدود  ، والأساس  )أ( الحدُّ الأول 

، وعدد الحدود  ، والأساس  )ب( الحدُّ الأول 

، وعدد الحدود  ، والأساس  )جـ( الحدُّ الأول 

٢ أوجد المجموع  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  للمتتابعات الهندسية الآتية.

، والأساس  )أ( الحدُّ الأول 

)ب( 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموع  للمتتابعات الهندسية الآتية.

، وعدد الحدود  ، والأساس  )أ( الحدُّ الأول 

، وعدد الحدود  ، والأساس  )ب( الحدُّ الأول 

، وعدد الحدود  ، والأساس  )جـ( الحدُّ الأول 

، وعدد الحدود  ، والأساس  )د( الحدُّ الأول 

، وعدد الحدود  ، والأساس  )هـ( الحدُّ الأول 

، وعدد الحدود  ، والأساس  )و( الحدُّ الأول 

٢ أوجد المجموع  من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  للمتتابعات الهندسية الآتية.

، والأساس  )أ( الحدُّ الأول 

، والأساس  )ب( الحدُّ الأول 

)جـ( 

)د( 

، والأساس  )هـ( الحدُّ الأول 

، والأساس  )و( الحدُّ الأول 

)ز( 

ى★ التحدِّ

ى من اللدائن حات ماء متتالية، يحتجز كلُّ مرحلة منها ثلثَ ما تبقّ م شركةٌ للتقنيات البيئية مرشِّ تُصمِّ

ا:  ملجم/لتر ا هندسيًّ جً الدقيقة مقارنةً بالمرحلة السابقة. ويتدرّج مقياس الترشيح تدرّ

زالة إذا كان النظام يستعمل  مراحل ترشيح ثات المُ ية للملوِّ زالة فى كل مرحلة. احسب الكتلة الكلّ مُ

فى المجموع.
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تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ
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٢-١٠ — مجموع المتتابعة الهندسية )٢(

٢-١٠
الرياضيات

مجموع المتتابعة الهندسية )٢(
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

أوجد الحدَّ الأول والأساس للمتتابعات الهندسية الآتية.

، والمجموع من الحدِّ الثالث حتى الحدِّ ١ المجموع من الحدِّ الأول حتى الحدِّ الثالث يساوى 

الخامس يساوى 

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى الحدِّ ٢ المجموع من الحدِّ الأول حتى الحدِّ الثالث يساوى 

السادس يساوى 

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى الحدِّ الثالث يساوى  ٣ الحدُّ الثالث 

١ ليكن  الحدَّ الأول و الأساس.

، فإن  ……)١( بما أن المجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث 

، فإن  ……)٢( وبما أن المجموع من الحدِّ الثالث حتى الخامس 

من )٢(: 

وبالتعويض بـ)١(: 

وبحلّ ذلك: 

، وبحلّ ذلك  ، من )١(:  عندما 

، وبحلّ ذلك  ، من )١(:  وعندما 

إذن  أو 

٢ ليكن  الحدَّ الأول و الأساس.

، فإن  ……)١( بما أن المجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث 

، فإن  ……)٢( وبما أن المجموع من الحدِّ الأول حتى السادس 

من )٢(: 

وبالتعويض بـ)١(: 

وبحلّ ذلك فى مجموعة الأعداد الحقيقية: 

. إذن  ، وبحلّ ذلك  من )١(: 

دّ استعِ

٣٥

١٤٠

٢١

١٨٩

٤٧

طريقة الحلّ
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م نواتج التعلّ

حساب الحدِّ العام للمتتابعة
الهندسية، وإيجاد حدود معيَّنة

فيها، وكذلك مجموع حدودها

كلِّها أو بعضها.

لها إلى صورة يمكن التعويض حوِّ

فيها بـ)١(.

لها إلى صورة يمكن التعويض حوِّ

فيها بـ)١(.
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٢-١٠ — مجموع المتتابعة الهندسية )٢(

الفصل الثانى — المتتابعات

٣ ليكن  الحدَّ الأول  الأساس.

، فإن  ……)١( بما أن الحدَّ الثالث 

، فإن  ……)٢( وبما أن المجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث 

، فمن )١(:  وبما أن 

وبالتعويض فى )٢(: 

وبحلّ ذلك: 

، وبحلّ ذلك  ، من )١(:  عندما 

، وبحلّ ذلك  ، من )١(:  وعندما 

إذن  أو 

أوجد الحدَّ الأول والأساس للمتتابعات الهندسية الآتية.

، والمجموع من الحدِّ الثالث حتى الخامس ١ المجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى 

يساوى 

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى السادس ٢ المجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى 

يساوى 

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى  ٣ الحدُّ الثانى 

أوجد الحدَّ الأول والأساس للمتتابعات الهندسية الآتية.

، والمجموع من الحدِّ الرابع حتى السادس يساوى ١ المجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى 

، والمجموع من الحدِّ الثالث حتى الخامس يساوى ٢ المجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى 

، والمجموع من الحدِّ الثالث حتى الخامس ٣ المجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى 

يساوى 

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى الرابع يساوى  ٤ مجموع الحدِّ الأول والحدِّ الثانى يساوى 

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى السادس ٥ المجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى 

يساوى 
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شوا الإجابة. ناقِ
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٢-١٠ — مجموع المتتابعة الهندسية )٢(

الفصل الثانى — المتتابعات

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى الرابع يساوى  ٦ مجموع الحدِّ الأول والحدِّ الثانى يساوى 

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى  ٧ الحدُّ الثانى 

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى  ٨ الحدُّ الثالث 

، والمجموع من الحدِّ الأول حتى الثالث يساوى  ٩ الحدُّ الثالث 

ى★ التحدِّ

،  ، ا من متتابعة هندسية، وكان  إذا كانت  مجموع أول  حدًّ

، فأوجد 

ل تأمَّ

ا جوهريًّا السلوكَ ر تغييرُ الأساس  من قيمة أكبر من  إلى قيمة بين  و تغييرً كيف يُغيِّ

الواقعى الذى تُنمذجه المتتابعة الهندسية؟

−٨٠−٨
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)١( 

Σ

٢-١١ — رمز التجميع 

٢-١١
الرياضيات

)١( 

Σ

رمز التجميع 
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

المفهوم ٣  ·  التجميع

ا ذا ا رياضيًّ فى علم الأحياء البيئى، يتبع تعافى الغابات نمطً
تين. فبعد حريق غابة، يزرع المحافظون على البيئة ٢٠٠ قوّ

عون جهودهم، فيضيفون ١٠٠ شتلة. ولتسريع الاستعادة يوسّ

ى، متتابعة حسابية: ة كل عام تالٍ )تزايد خطّ شتلة إلى الحصّ
٢٠٠، ٣٠٠، ٤٠٠ ...(. وفى الوقت نفسه تفرض الضغوط الطبيعية

كالجفاف ثمنها: إذ لا ينجو إلا ٦٠٪ من الأشجار من عام إلى

ى، متتابعة هندسية أساسها ٠٫٦(. الذى يليه )اضمحلال أسّ

عة وحساب مجموع الأشجار الباقية بعد عقد كامل يقتضى تتبّع كيف تضمحلّ دورةُ الزراعة المتوسِّ
ا ط هذه العملية المتداخلة برمز التجميع، فتُتيح إطارً ا. والرياضيات تُبسِّ فى كل عام اضمحلالًا مستمرًّ

ا. ى معً ى والاضمحلال الأسّ ا لتحليل النموّ الخطّ دً موحَّ

ط العمليات على المتتابعات — كضرب الحدود أو جمع المجاميع بسِّ ه: كيف نُ السؤال الموجِّ
المتداخلة — للوصول إلى قانون جبرى واضح؟

حلّ المسائل الآتية.

١ اكتب مجاميع المتتابعات الآتية على صورة مجموع حدود دون استخدام 

)د( )جـ( )ب( )أ( 

ر عن التعبيرات الآتية باستخدام رمز التجميع  ٢ عبِّ

)ب( )أ( 

ر عن المجموع من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  بالصورة! ، يُعبَّ ها  )الحدُّ العام( هو  لمتتابعة حدُّ

مثال: 

  : ها  )الحدُّ العام( هو  مثال: المجموع من الحدِّ الأول حتى الحدِّ الثامن لمتتابعة حدُّ
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م نواتج التعلّ

استعمال رمز التجميع فى
التعبير عن المتتابعات

الرياضية وحساب قيمها فى

متتابعات مختلفة.

المجموع من الحدِّ الأول حتى الرابع
. ها العام  ن٧لمتتابعة حدُّ

ر  إلى  كنغيِّ

٦٨
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الفصل الثانى — المتتابعات

١

ا فى مجموع. ض بـ فى  واكتبها حدودً )أ( عوِّ

ا فى مجموع. ض بـ فى  واكتبها حدودً )ب( عوِّ

ا فى مجموع. ض بـ فى  واكتبها حدودً )جـ( عوِّ

ها  يساوى  هى  )د( المتتابعة التى حدُّ

٢

ر  إلى  فقط واكتبها داخل  ، غيِّ ا عنه بدلالة  رً )أ( فى المسائل التى يكون فيها الحدُّ الأخير معبَّ

) ، وأعلاه  )أسفل  يُكتب 

)ب( للتعبير برمز  تحتاج الحدَّ العام  ورقمَ الحدِّ الأخير.

أوجد الحدَّ العام أولًا: الحدُّ العام هو 

ثم أوجد رقم الحدِّ الأخير:  هو الحدُّ العاشر. إذن

حلّ المسائل الآتية.

١ اكتب مجاميع المتتابعات الآتية على صورة مجموع حدود دون استخدام 

)د( )جـ( )ب( )أ( 

ر عن التعبيرات الآتية باستخدام رمز التجميع  ٢ عبِّ

)أ( 

)ب( المجموع من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  للمتتابعة 

)جـ( 

)د( 

طريقة الحلّ

ك٥٢ ،٤ ،٣ ،٢ ،١ك=

∑
=

=++++
١ك

٥

٢٤٦٨١٠ك٢

٢ك−٣ ،٢ ،١ك=
٣

∑
=

(−)=−++
١ك

٣

٢ك
٣٢١٦

٤٣ ،٣ ،٢ ،١ك=
ك

∑
=

=+++
١ك

٤

٣
ك

٣٩٢٧٨١

…٢ن ٢ ،٢ ،٢، 

∑
=

=++
١ك

٣

٢٢٢٢

∑كنن

ن١ك=∑

∑
=

(−)
١ك

ن

١ك٤

نأ∑

=(+) ٥ننأ
٢

١٥
٢

∑
=

(+)
١ك

١٠

٥ك
٢

ل
وِ
حا

∑

∑
=

(+)
١ك

٥

∑١ك٢
=

(+)
١ك

٣

٢ك٣
٢∑

١ك=

٤

٢
∑ك

١ك=

٦

٣

∑

+++…+(+) ٢ن٥٨١١٣

+=ن ١ن٢نأ

+++…+ ٤٢٥٢٦٢١٣٢

+++…+ ٢٥٨٢٩

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

٦٩



)١( Σ ٢-١١ — رمز التجميع

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

١ اكتب مجاميع المتتابعات الآتية على صورة مجموع حدود دون استخدام 

)د( )جـ( )ب( )أ( 

)ح( )ز( )و( )هـ( 

)ل( )ك( )ى( )ط( 

ر عن التعبيرات الآتية باستخدام رمز التجميع  ٢ عبِّ

)جـ( )ب( )أ( 

ا الأولى للمتتابعة  ا الأولى للمتتابعة )د( مجموع  حدًّ ا الأولى للمتتابعة )هـ( مجموع  حدًّ )و( مجموع  حدًّ

)ط( )ح( )ز( 
)ل( )ك( )ى( 

ى★ التحدِّ

ا ب الشركة لوحً ع شبكتها من محطات الشحن العاملة بالطاقة الشمسية فى منطقة حضرية. تُركِّ شركةٌ ناشئة فى التقنيات الخضراء توسِّ

ا باستخدام ا واحدً ا رياضيًّ (. اكتب تعبيرً ا فى )الأسبوع  ا فى )الأسبوع ١(، و فى )الأسبوع ٢(، و فى )الأسبوع ٣(، و لوحً ا واحدً شمسيًّ

. ا من الأسبوع ١ حتى الأسبوع  بة تراكميًّ ركَّ رمز التجميع  يُمثِّل مجموع الألواح المُ

ب تدرَّ

∑

∑
١ك=

٥

∑ك٣
=

(−)
١ك

٤

∑٢ك٤
=

(−)
١ك

٥

∑٣ك٢
١ك=

٤

٢ك

∑
=

(+)
١ك

٣

∑٢٣ك٢
=

(−)
١ك

٤

∑ك٢٢ك
١ك=

٣

∑ك٣
=

(+)
١ك

٣

٥٣

∑
=

(−)
١ك

٤

∑٣ك٢
١ك=

٤

٥∑
١ك=

٣

٣∑
١ك=

٥

٤

∑

+++…+(−) (−)+…++++١ن١٣٥٢ ١٧٢٥٧٩٣
ن

٢++++…+−
١٢٤٨٢

١ن

−=ن +=ن١ن٧نأ −=ن٥ن٤نأ ٢ن٣نأ

+++…+ ٧
٢

٨
٢

٩
٢

٢١
٢+++…+ ١٢

٢
١٣

٢
١٤

٢
١٨

٢+++…+ ١٠
٢

١١
٢

١٢
٢

٢٠
٢

+++…+ ٨١٦٢٤٥٦+++…+ ٧١٣١٩٧٣+++…+ ٤٩١٤١١٩

٤٧(−) ن٢ن٣

ن∑

٧٠

ك



)٢( Σ ٢-١٢ — رمز التجميع

٢-١٢
الرياضيات

)٢( 

Σ

رمز التجميع 
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

أوجد المجاميع الآتية.

)ب( )أ( 

)جـ( 

)د( 

)أ( 

قوانين رمز التجميع !

  ) ثابت(

!) خواصّ رمز التجميع  )حيث  ثابت لا يعتمد على 

مثال:   

مثال:   

مثال:   

ظ! لاحِ

∑

∑
=

=
١ك

ن
∑ججنج

=

=(+)
١ك

ن
١ك

٢
١نن

∑
=

=(+)(+)
١ك

ن
٢١ك

٦
١ن١٢نن

كع∑

∑
=

=∑
= ١ك

ن
عكأع

١ك

ن
∑كأ

=

=∑
= ١ك

ن
٥ك٥

١ك

ن
ك

∑
=

(+)=∑
=

+∑
= ١ك

ن
كبكأ

١ك

ن
كأ

١ك

ن
∑كب

=

(+)=∑
=

+∑
= ١ك

ن
٢٤ك

١ك

ن
٢ك

١ك

ن
٤

∑
=

(−)=∑
=

−∑
= ١ك

ن
كبكأ

١ك

ن
كأ

١ك

ن
∑كب

=

(−)=∑
=

−∑
= ١ك

ن
٣٢ك٢

١ك

ن
ك

١ك

ن
٣

دّ استعِ

∑
=

(−)
١ك

ن
٣∑

=

(+)
١ك

ن
٤ك٥

×+×+×+…+(−) ٢ن٥ن١٣٢٨٣١٣

∑
=

(−)
١ك

٤

١ك٢

طريقة الحلّ

∑
=

(−)=−
١ك

ن
ن٣٣

م نواتج التعلّ

استعمال رمز التجميع فى
التعبير عن المتتابعات

الرياضية وحساب قيمها فى

متتابعات مختلفة.

٧١

∑(ب) 
=

(+)
١ك

ن
٤ك٥

=∑
=

+∑
=

٥

١ك

ن
ك

١ك

ن
٤

=×(+)+ ٥
١

٢
ن١٤نن

={(+)+}=(+)
١

٢
١٨ن٥ن

١

٢
١٣ن٥ن

لا تفكّ الأقواس؛ أخرجِ الكسر
والعامل المشترك.



)٢( Σ ٢-١٢ — رمز التجميع

الفصل الثانى — المتتابعات

)جـ( 

)د( 

×+×+×+…+(−) ٢ن٥ن١٣٢٨٣١٣

=∑
=

(−)
١ك

ن
٢ك٥ك

=∑
=

(−)
١ك

ن
٢ك٥

ك٢

=∑
=

−∑
=

٥

١ك

ن
٢ك

٢

١ك

ن
ك

=×(+)(+)−×(+) ٥
١

٦
١٢ن١٢نن

١

٢
١نن

=(+)(+)−(+)
٥

٦
١نن١ن١٢نن

=(+){(+)−}
١

٦
١٦ن١٥٢نن

=(+)(−)
١

٦
١ن١١٠نن

∑
=

(−)
١ك

٤

١ك٢

=∑
=

−∑
=

٢

١ك

٤

ك
١ك

٤

١

=××(+)− ٢
١

٢
٤٤١٤

=١٦

ل
وِ
تعاون مع زميلكحا

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

∑اكتبها برمز التجميع 

ك التعبير داخل التجميع. افكُ

لا تفكّ الأقواس؛ أخرِج الكسر
والعامل المشترك.

ض بـ عن  فى القانون. ن٤عوِّ

٧٢

أوجد المجاميع الآتية.

(ب) (أ) 

(هـ) (جـ) 

(د) 

∑
١ك=

ن
٣∑

=

(−)
١ك

ن
٣ك٢

∑
=

(−)(−)
١ك

ن
∑١ك١٣ك

=

(−)
١ك

٥

٢ك٣

×+×+×+…+(+) ١ن٢ن١٣٢٥٣٧



)٢( Σ ٢-١٢ — رمز التجميع

الفصل الثانى — المتتابعات

أوجد المجاميع الآتية.

)جـ( )ب( )أ( 

)و( )هـ( )د( 

)ط( )ح( )ز( 

)س( )ن( )م( 

)ى( 

)ك( 

)ل( 

ى★ التحدِّ

أوجد المجموع الآتى:

ب تدرَّ

∑
١ك=

ن
٦∑

=

(−)
١ك

ن
٤∑

١ك=

ن
١

∑
=

(−)
١ك

ن
∑١ك٤

=

(+)
١ك

ن
∑٢ك٣

=

(−)
١ك

ن
٣ك٦

∑
=

(−)
١ك

ن
∑٢كك

=

(−)
١ك

ن
∑٢ك٢ك

=

(−)
١ك

ن
١ك

٢

∑
=

(−)
١ك

٢٠

∑٧ك٢
=

(+)
١ك

٨

∑٥ك٤
=

(−)
١ك

١٠

١ك٢

×+×+×+…+(+) ٣نن١٤٢٥٣٦

×+×+×+…+(+) ٢ن٣ن١٥٢٨٣١١

×+×+×+…+(+)(+) ٤ن١ن٢٥٣٦٤٧

∑
=

(++)
٤ح

٨

٥ح٢ح

٧٣



)٣( Σ ٢-١٣ — رمز التجميع

٢-١٣
الرياضيات

)٣( 

Σ

رمز التجميع 
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

أوجد المجاميع الآتية.

)جـ( )ب( )أ( 

)أ( 

قوانين رمز التجميع !

مجموع المتتابعة الهندسية!

ها الأول   هو المجموع من الحدِّ الأول حتى الحدِّ  لمتتابعة هندسية حدُّ

، إذن: وأساسها 

   : عندما 

   : وعندما 

ها! ، فهى متتابعة هندسية حدُّ ر عنها بـ يمكن كتابتها  عبَّ المتتابعة المُ

. الأول  وأساسها 

، الأساس:  مثال:    الحدُّ الأول: 

ها! ، فهى متتابعة هندسية حدُّ ر عنها بـ يمكن كتابتها  عبَّ والمتتابعة المُ

. الأول  وأساسها 

، الأساس:  مثال:    الحدُّ الأول: 

ظ! لاحِ

∑

∑
=

={(+)}
١ك

ن
٣١ك

٢
١نن

٢

∑
=

−

١ك

ن
أن١كرأ

ر

∑١ر>
=

−=
(−)

−
١ك

ن
نر١أ١كرأ

ر١

∑١ر<
=

−=
(−)

−
١ك

ن
نرأ١كرأ

١

١ر

=− −×=١نرنأ ١نر١نأ

ر١

=−=×− ٤نأ
١ن

١٤
١ن

١٤

= −×=نرنأ ١نررنأ

رر

==×− ٤نأ
ن

٤٤
١ن

٤٤

دّ استعِ

∑
=

(+)
١ك

ن
∑١ك٢ك

=

×(−)−

١ك

ن
∑١ك٢٣

١ك=

ن
ك٤

طريقة الحلّ

∑
=

(+)
١ك

ن
١ك٢ك

=∑
=

(+)
١ك

ن
٢ك٣ك

={(+)}+(+)(+)
١

٢
١نن

٢
١

٦
١ن١٢نن

=(+)+(+)(+)
١

٤
١ن٢ن

٢١

٦
١ن١٢نن

=(+){(+)+(+)}
١

١٢
١ن١٢٢نن١٣نن

م نواتج التعلّ

استعمال رمز التجميع فى
التعبير عن المتتابعات

الرياضية وحساب قيمها فى

متتابعات مختلفة.

.» رها بأنها »مربَّع  ∑تذكَّ
١ك=

ن
ك

ك التعبير داخل التجميع. افكُ

لا تفكّ الأقواس؛ أخرِج الكسر
والعامل المشترك.

٧٤

=(+)(++)
١

١٢
٢ن١٣نن

٢ن٧

=(+)(+)(+)
١

١٢
١ن٢٣ن١نن

حل�ل إلى عوامل إن أمكن.



)٣( Σ ٢-١٣ — رمز التجميع

الفصل الثانى — المتتابعات

)ب( 

)جـ( 

أوجد المجاميع الآتية.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

أوجد المجاميع الآتية.

)د( )جـ( )ب( )أ( 

)هـ( 
)و(

)ز( 
)ح(

)ل( )ك( )ى( )ط( 

)ع( )س( )ن( )م( 

ى★ التحدِّ

أوجد المجموع الآتى:

∑
=

×(−)−

١ك

ن
٢٣

١ك

=
{−(−)}

−(−)
=

{−(−)} ن٢١٣

١٣

ن٢١٣

٤

=
−(−) ١٣

ن

٢

∑
١ك=

ن
٤

ك

=∑
=

×−

١ك

ن
٤٤

١ك

=
(−)

−

٤٤
ن

١

٤١

=
(−) ١ن٤٤

٣

ل
وِ
حا

∑
=

(−)
١ك

ن
∑٢ك٢ك

=

×(−)−

١ك

ن
١ك٣٢

∑
=

−

١ك

ن
∑١ك٤

=

(−)
١ك

ن
ك٥

ب تدرَّ

∑
=

(−)
١ك

ن

٢كك
١∑

=

(+)
١ك

ن

∑٢ك٢ك
=

(+)
١ك

ن

٢كك
٢∑

=

(−)
١ك

ن

٣ك٢ك

∑
=

×−

١ك

ن

٦٣
١ك

∑
=

×(−)−

١ك

ن

٢١
١ك

∑
=

×−

١ك

ن

٤٢
١ك

∑
=

×(−)−

١ك

ن

٨٣
١ك

∑
=

−

١ك

ن
∑١ك٣

=

(−)−

١ك

٤

٢
∑١ك

=

(−)−

١ك

ن
∑١ك٢

=

−

١ك

٣

٣
١ك

∑
=

(−)
١ك

ن

٣
∑ك

١ك=

٥

٢
ك

∑
١ك=

ن

٢
∑ك

=

(−)
١ك

٤

٣
ك

∑
=

(+)
٥ح

٩

٧ح٢

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

، الأساس:  ٣−٢الحدُّ الأول: 

. −اكتبها على الصورة  ١نرأ

، الأساس:  ٤٤الحدُّ الأول: 

٧٥



٢-١٤ — مجموع المتتابعات الكسرية

٢-١٤
الرياضيات

مجموع المتتابعات الكسرية
الفصل الثانى  المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

أوجد المجاميع الآتية.

)أ( 

)ب( 

)أ( 

خطوات إيجاد مجموع المتتابعات الكسرية!

ل كل حدٍّ باستخدام القانون الآتى: ١ حوِّ

    مثال: 

٢ اختصر الحدود التى مجموعها صفر، واحسب الباقى.

ا أولًا.! فى المقام، اجعل المقام نسبيًّ
للمتتابعات التى تحوى  

د كتابته على صورة! ، أعِ ر عن مجموع متتابعة فيها كسور أو  برمز التجميع  وعندما يُعبَّ

مجموع حدود.

ظ! لاحِ

=
−(−)

١

بأ
١

أب
١

أ
١

×ب
=(−)

١

٤١٠

١

٦

١

٤

١

١٠

√

√∑

دّ استعِ

×
+

×
+

×
+…+

(−)(+)

١

٢٥

١

٥٨

١

٨١١

١

٢ن١٣ن٣

∑
=√++√+ ١ك

ن
١

١ك٢ك

طريقة الحلّ

×
+

×
+

×
+…+

(−)(+)

١

٢٥

١

٥٨

١

٨١١

١

٢ن١٣ن٣

=(−)+(−)+(−)+…+(−
−

+)
١

٣

١

٢

١

٥

١

٣

١

٥

١

٨

١

٣

١

٨

١

١١

١

٣

١

١ن٣

١

٢ن٣

={(−)+(−)+…+(−
−

+)}
١

٣

١

٢

١

٥

١

٥

١

٨

١

١ن٣

١

٢ن٣

=(−
+)

١

٣

١

٢

١

٢ن٣

=
(+)

ن
٢ن٢٣

م نواتج التعلّ

حساب مجموع المتتابعات
الكسرية باستخدام تحليل

الكسر.

ل كل حدٍّ باستخدام القانون. حوِّ

ا. ا مشتركً ١أخرِج  عاملً

٣

اختصر الحدود التى مجموعها
صفر، واحسب الباقى.

٧٦

∑(ب) 
=√++√+ ١ك

ن
١

١ك٢ك

=∑
=

√+−√+

(√++√+)(√+−√+) ١ك

١ك٢كن

١ك٢ك١ك٢ك

=∑
=

√+−√+

(+)−(+)
١ك

١ك٢كن

١ك٢ك

=∑
=

(√+−√+)
١ك

ن
١ك٢ك

=(√−√)+(√−√)+(√−√)+…+(√+−√+) ١ن٢ن٣٢٤٣٥٤

=√+−√ ٢٢ن

ا أولًا. اجعل المقام نسبي�

أعِد كتابته على صورة مجموع
حدود.

اختصر الحدود التى مجموعها
صفر، واحسب الباقى.

+ (√−√) ٥٤



٢-١٤ — مجموع المتتابعات الكسرية

الفصل الثانى — المتتابعات

أوجد المجاميع الآتية.

)أ( 

)ب( 

)جـ( 

)د( 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد المجاميع الآتية.

)أ( 

)ب( 

)جـ( 

)د( 

)هـ( 

ل
وِ
حا

×
+

×
+

×
+…+

(+)(+)

١

٢٣

١

٣٤

١

٤٥

١

٢ن١ن

×
+

×
+

×
+…+

(−)(+)

١

١٣

١

٣٥

١

٥٧

١

١ن١٢ن٢

×
+

×
+

×
+…+

(+)(+)

١

٤٦

١

٥٧

١

٦٨

١

٥ن٣ن

∑
=√++√ ١ك

ن
١

ك١ك

ب تدرَّ

×
+

×
+

×
+…+

(+)

١

١٢

١

٢٣

١

٣٤

١

١نن

×
+

×
+

×
+…+

(+)

١

٢٤

١

٤٦

١

٦٨

١

٢ن٢ن٢

×
+

×
+

×
+…+

(+)

١

١٣

١

٢٤

١

٣٥

١

٢نن

∑
=√+√− ١ك

ن
١

١كك

√+√
+

√+√
+

√+√
+…+

√++√+

١

٢٣

١

٣٤

١

٤٥

١

٢ن١ن

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

٧٧

٢ أوجد المجاميع الآتية.

(أ) 

(ب) 

(جـ) 

(د) 

(هـ) 

ى★ التحد�

أوجد بالخطوات:

×
+

×
+

×
+…+

(+)(+)

١

٣٤

١

٤٥

١

٥٦

١

٣ن٢ن

×
+

×
+

×
+…+

(−)(+)

١

١٤

١

٤٧

١

٧١٠

١

١ن٢٣ن٣

×
+

×
+

×
+…+

(−)(+)

١

١٧

١

٤١٠

١

٧١٣

١

٤ن٢٣ن٣

∑
=√−+√+ ١ك

ن
١

١ك١٢ك٢

√+√
+

√+√
+

√+√
+…+

√+√+

١

١٢

١

٢٣

١

٣٤

١

١نن

∑
=

(+) ١ح

٣٠
١

٢حح



٢-١٥ — مجموع )متتابعة حسابية(×)متتابعة هندسية(

٢-١٥
الرياضيات

مجموع
)متتابعة حسابية(×)متتابعة هندسية(

الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

. أوجد المجموع الآتى 

المجموع المطلوب إيجاده هو مجموع )متتابعة حسابية بالحدّ الأول ٣ والأساس ٢( × )متتابعة هندسية

بالحدّ الأول ١ والأساس ٣(.

اضرب طرفى المعادلة فى الأساس ٣ للمتتابعة الهندسية.

اطرح طرفى المعادلتين.

)−

. أوجد المجموع الآتى 

(، استخدم ! لإيجاد المجموع  لـ )متتابعة حسابية( × )متتابعة هندسية بالأساس 

ظ! لاحِ

مرم−رم

دّ استعِ

م

=×+×+×+×+⋯+(+)×
− ٣١٥٣٧٣م

٢
٩٣

٣
١٣ن٢

١ن

طريقة الحلّ

=×+×+×+×+⋯+(+)×− ٣١٥٣٧٣م
٢

٩٣
٣

١٣ن٢
١ن

=×+×+×+×+⋯+(+)× ٣٣٥٣م٣
٢

٧٣
٣

٩٣
٤

١٣ن٢
ن

=×+×+×+×+⋯+(+)×− ٣١٥٣٧٣م
٢

٩٣
٣

١٣ن٢
١ن

=×+×+×+⋯+(−)×−+(+)× ٣٣٥٣م٣
٢

٧٣
٣

١٣ن٢
١ن

١٣ن٢
ن

−=×+×+×+×+⋯+×−
−(+)× ٣١٢٣٢٣م٢

٢
٢٣

٣
٢٣

١ن
١٣ن٢

ن

−=+
(−)

−
−−(+)× ٣م٢

٢٣
ن

١

٣١
١٣ن٢٢

ن

−=−(+)× ٣م٢
ن

١٣ن٢
ن

−=−× ٣ن٢م٢
ن

=× ٣نم
ن

ل
وِ
حا

م

=×+×+×+×+⋯+(+)×− ١ن١٣ن٢١٣٣٤٣٢٥٣٣م

م نواتج التعلّ

يوجد مجموع حاصل ضرب

متتابعة حسابية فى متتابعة

هندسية.

أخطاء شائعة

)−

لقد نسيت تغيير إشارة الحدّ

الأخير إلى السالب عند طرح 
. من 

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

=×+×+×+ ٣١٥٣٧٣م
٢

×+⋯+(+)×−
٩٣

٣
١٣ن٢

١ن

=×+×+× ٣٣٥٣م٣
٢

٧٣
٣

+⋯+(−)×−
١٣ن٢

١ن

+(+)× ١٣ن٢
ن

−=×+×+×+ ٣١٢٣٢٣٢م٢

×+⋯+×−
٢٣

٣
٢٣

١ن

+(+)× ن١٣ن٢

م٣

م

. مرم−استخدم 

اكتب المعادلات بحيث تتوافق
قوى الأساس عموديًّا.

ا لتسهيل عملية أضف حدودً
الطرح.

المجموع من الحدّ الثانى إلى الحدّ
ن لمتتابعة هندسية بالحدّ الأول ٢

والأساس ٣. )المجموع من الحدّ
الأول إلى الحدّ ن( − )الحدّ الأول(

اقسم طرفى المعادلة على 

)انتبه إلى الإشارة(.

−٢

٧٩



٢-١٥ — مجموع )متتابعة حسابية(×)متتابعة هندسية(

الفصل الثانى — المتتابعات

. أوجد المجاميع الآتية 

 ١

 ٢

ى★ التحدِّ

أوجد المجموع الآتى  

ب تدرَّ

م

=×+×+×+×+⋯+×− ١ن٢ن١١٢٢٣٢٢٤٢٣م

=×+×+×+×+⋯+(−)× ن١٣ن١٣٣٣٢٥٣٣٧٣٤٢م

,+,++,+++,…⋯+(+) ١ك٥٥٩٥٩١٣٥٩١٣١٧٤

٨٠



ها العام مجموع ٢-١٦ — متتابعة حدّ

٢-١٦
الرياضيات

ها العام مجموع متتابعة حدّ
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية للمتتابعة  

. )أ( أوجد الحدّ رقم 

. )ب( أوجد المجموع من الحدّ الأول حتى الحدّ 

)أ( الحدّ رقم  فى هذه المتتابعة هو:

حساب ذلك يعطى 

)ب( من )أ(، المجموع  من الحدّ الأول حتى الحدّ  هو:

حساب ذلك يعطى 

حلّ المسائل الآتية للمتتابعة  

. ١ أوجد الحدّ رقم 

. ٢ أوجد المجموع من الحدّ الأول حتى الحدّ 

ر عن كل حدٍّ فيها بصورة مجموع باستخدام! احسب الحدّ رقم  فى متتابعة يُعبَّ

. رمز التجميع 

ظ! لاحِ

ك

Σ

دّ استعِ

,+,++,+++,… ٣٣٥٣٥٧٣٥٧٩

ك

ن

طريقة الحلّ

ك

=+++⋯+(+) ١ك٣٥٧٢كأ

=∑
=

(+)

١ي

ك
١ي٢

=×(+)+ ٢
١

٢
ك١كك

=(+) ٢كككأ

ننم

=∑
=

(+) نم
١ك

ن

٢كك

=∑
=

(+)=(+)(+)+×(+)

١ك

ن

٢ك
١ك٢

٦
١٢ن١٢نن

١

٢
١نن

=(+)(+) نم
١

٦
٧ن١٢نن

ل
وِ
حا

,+,++,+++,… ١١٣١٣٥١٣٥٧

ك

ن

م نواتج التعلّ

يستنتج مجموع المتتابعة إذا

ها العام مجموع بعض كان حدّ

حدودها، ويربط بين مجموع

ها العام. المتتابعة وحدّ

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

أنشئ قانونًا مع مراعاة الانتظام.

. Σاحسب باستخدام رمز التجميع 

بما أنها المجموع من الحدّ الأول
. ر  ، نستخدم المتغيّ يكإلى الحدّ 

  . ∑=Σكأضع  داخل 
=

نم
١ك

ن
كأ

٨١



ها العام مجموع ٢-١٦ — متتابعة حدّ

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

١ حلّ المسائل الآتية للمتتابعة  

. )أ( أوجد الحدّ رقم 

. )ب( أوجد المجموع من الحدّ الأول حتى الحدّ 

٢ حلّ المسائل الآتية للمتتابعة  

. )أ( أوجد الحدّ رقم 

. )ب( أوجد المجموع من الحدّ الأول حتى الحدّ 

ى★ التحدِّ

ى بالقانون عطً ا من حدودها مُ أوجد الحدّ العام للمتتابعة  التى مجموع أول  حدًّ

ب تدرَّ

,+,++,+++,… ١١٥١٥٩١٥٩١٣

ك

ن

,+,++,+++,… ٢٢٤٢٤٦٢٤٦٨

ك

ن

{} ننأ

=+ ٢ن٢نم
ن٥

٨٢



٢-١٧ — مجموع المتتابعة والحدّ العام

٢-١٧
الرياضيات

مجموع المتتابعة والحدّ العام
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

ى بالقوانين الآتية. عطً أوجد الحدّ العام للمتتابعة  حيث المجموع  من الحدّ الأول إلى الحدّ  مُ

)ب( )أ( 

، )أ( عندما 

)١( …… 

الحدّ الأول هو 

)٢( …… 

ا عندما  من )١( و)٢(،  يصحّ أيضً

إذن، الحدّ العام هو 

!. ليكن  المجموع من الحدّ الأول  إلى الحدّ  للمتتابعة 

.   ، عندما 

. الحدّ الأول هو 

ا للحدّ الأول بالتعويض ! ا إذا كان  المحصول عليه بشرط  يصحّ أيضً ق ممّ تحقّ

. فى قانون 

إذا صحّ  اترك  كما هو.

ا. إذا لم يصحّ  اكتب  و معً

مثال: إذا كان  المحصول عليه من  هو  …… )١(،

، وهو وكان  المحصول عليه من  هو  …… )٢(، فالتعويض بـ  فى )١( يعطى 
. لا يصحّ

. ، و عندما  إذن، الحدّ العام هو 

ظ! لاحِ

أنم
١

نأ{}ن

−=٢ن≤
−

١نمنمنأ

= م١أ
١

١ن=٢ن≤نأ

نأ

نأ⇒

نأ١أ⇒

−نأ
−

١نمنم
=−+ ٢ن٢نأ

١ن٢

م١أ
١

= =١ن=١٠أ ١١أ

= +−=١٠أ ٢ن٢نأ
٢ن≤١ن٢

دّ استعِ

{} ننمنأ

=− −=ن٢٣ننم ١ن٥نم

طريقة الحلّ

٢ن≤

=−
−

١نمنمنأ

=(−)−{(−)−(−)}=− ٢ن
١نن٣

٢
٤ن١٢ن٣

= م١أ
١

=−×=− ١
٢

٣١٢

=− ١ن=٤ن٢نأ

=− ٤ن٢نأ

م نواتج التعلّ

يستنتج مجموع المتتابعة إذا

ها العام مجموع بعض كان حدّ

حدودها، ويربط بين مجموع

ها العام. المتتابعة وحدّ

أخطاء شائعة

إذن، الحدّ العام هو

لقد أغفلت الشرط المسبق

ق  وأخفقت فى إجراء التحقّ

النهائى عند 

=−
−

منأ
ن

م
١ن

=(−)−{(−) ٢ن
١نن٣

٢

−(−)}=− ٤ن١٢ن٣

=− ٤ن٢نأ

٢ن≤

١ن=

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

−
=(−)−(−) ١نم

١ن
٢

١ن٣

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً
ق بالتعويض  فى تحقّ

القانون )١(.
١ن=

٨٣



٢-١٧ — مجموع المتتابعة والحدّ العام

الفصل الثانى — المتتابعات

، )ب( عندما 

)١( …… 

الحدّ الأول هو 

)٢( …… 

ا عندما  من )١( و)٢(،  يصحّ أيضً

إذن، الحدّ العام هو 

ى بالقوانين الآتية. عطً أوجد الحدّ العام للمتتابعة  حيث المجموع  من الحدّ الأول إلى الحدّ  مُ

 ١

 ٢

 ٣

ى بالقوانين الآتية. عطً أوجد الحدّ العام للمتتابعة  حيث المجموع  من الحدّ الأول إلى الحدّ  مُ

 ١

 ٢

 ٣

 ٤

 ٥

 ٦

 ٧

 ٨

ى★ التحدِّ

ى بالقانون عطً أوجد الحدّ العام للمتتابعة  حيث المجموع  من الحدّ الأول إلى الحدّ  مُ

الآتى.

ل تأمَّ

ن الحسابى دة )حسابية×هندسية( إلى أجزائها الأبسط )المكوّ بة معقّ ر تفكيكُ متتابعة مركّ كيف غيّ

ربِكة فى الحياة أو فى دة الخطوات المُ ن الهندسى( نظرتَك إلى التعامل مع المسائل متعدّ والمكوّ

العلوم؟

٢ن≤

=−
−

١نمنمنأ

=(−)−(−
−) ٥

ن
١٥

١ن
١

=−
−

٥
ن

٥
١ن

=×−
−×−

٥٥
١ن

١٥
١ن

=×−
٤٥

١ن

= م١أ
١

=−= ٥
١

١٤

=×− ٤٥نأ
١ن=١ن

=×− ٤٥نأ
١ن

ل
وِ
حا

{} ننمنأ

=+ ن٢٥ن٢نم

=− ١ن٣نم

=++ ٦ن٣٢ننم

ب تدرَّ

{} ننمنأ

= ٢ننم

=− ٢ننم
ن٤

=+− ١ن٢٢ننم

=− ١ن٢نم

=− ٢ن٥نم

=− ١ن٧نم

=− ٣١ننم

=
+

− ٢نم
٢ن

٣

ننمنأ{}

=+−+ ١ن١٢ن٣نم

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

=×−
٥

ن
٥

١
٥

١ن

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

٨٤



٢-١٨ — متتابعات الفروق

٢-١٨
الرياضيات

متتابعات الفروق
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

مة المفهوم ٤ · متتابعات متقدّ

ل كيف يتكاثر فيروس واحد داخل جسم مصاب، تأمّ

وكيف تتابع وزارة الصحة انتشار وباء. ففى اليوم الأول

قد يصاب شخصان، وفى اليوم الثانى ٥ أشخاص، وفى

قت النظر اليوم الثالث ١٠، وفى اليوم الرابع ١٧. وإذا دقّ
ا بعد يوم، وجدت أن الفيروس لا ينتشر ر يومً فى التغيّ

بسرعة ثابتة، وأن تسارع انتشاره يسير على نمط خفىّ

أ ر هذه يتنبّ ؤ به. وبتحليل طبقات التغيّ يمكن التنبّ
الًا. ا فعّ علماء الأوبئة بذروة الإصابات، ويوزّعون موارد المستشفيات توزيعً

ا فى متتابعة عددية والفروق الأولى بين ا خفيًّ ا ثابتً ه: كيف نكتشف نمطً السؤال الموجِّ

حدودها تتغيّر باستمرار؟

نة من الفروق بين الحدود المتجاورة تُسمى متتابعة الفروق.! المتتابعة المكوَّ

مثال: متتابعة الفروق للمتتابعة  هى

ها العام، يمكن أحيانًا إيجاده من الحدّ الأول! بالنسبة للمتتابعات التى يصعب تقدير حدّ

ومتتابعة الفروق.

   ، عندما 

ا إذا كانت تصحّ عند  بالتعويض  فى قانون  ومقارنتها بـ  المعطى. ق ممّ تحقّ

ظ! لاحِ

,,,−,−,… ١٠٨٤٢١٠

−,−,−,−,… ٢٤٦٨

+=٢ن≤

−

∑
=

١أنأ

١ك

١ن

كب

١أنأ١ن=١ن=

م نواتج التعلّ

يوجد الحدّ العام باستعمال

متتابعات الفروق.

,,,…,
−

, أ
١

أ
٢

أ
٣

١نأ
نأ

−٢ب١ب ١نب

=+++⋯+− ١نب٢ب١ب١أنأ
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٢-١٨ — متتابعات الفروق

الفصل الثانى — المتتابعات

. أوجد الحدّ العام للمتتابعات الآتية 

 ١

 ٢

١ لتكن  متتابعة الفروق للمتتابعة المعطاة.

ها الأول ٣ وأساسها ٤: بما أنّ  متتابعة حسابية حدّ

، إذن، عندما 

ا عندما  يصحّ هذا القانون أيضً

إذن، 

دّ استعِ

{} نأ

,,,,,,… ٢٥١٢٢٣٣٨٥٧

,,,,,,… ٢٣٦١٥٤٢١٢٣

طريقة الحلّ

نب{}

{}:,,,,,,… ٢٥١٢٢٣٣٨٥٧نأ

{}:,,,,,… ٣٧١١١٥١٩نب

نب{}

=+(−)× ١٤ن٣نب

=− ١ن٤

٢ن≤

=+

−

∑
=

١أنأ

١ك

١ن

كب

=+

−

∑
=

(−)=+×(−){(−)+}−(−) ٢

١ك

١ن

١٢٤ك٤
١

٢
١ن١١ن١ن

=+(−)−(−)=+−−+=−+ ٢ن١٢٢ن١نن٢٢
٢ن١٢نن٢

٣ن٣

١ن=

=−+ ٢ن٢نأ
٣ن٣

أخطاء شائعة

لقد فاتك استبدال جميع حالات 

بـ  فى القانون.

=+

−

∑
=

أنأ
١

١ك

١ن

كب

=+

−

∑
=

(−) ٢

١ك

١ن

١ك٤

=+××(+)− ٢٤
١

٢
ن١نن

=++− نن٢٢ن٢٢

=++ ٢ن٢ن٢

ن

١ن−

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

استخدم القانون مع الأخذ بعين
الاعتبار أنه مجموع حتى الحدّ

. (−) ١ن

∑
=

(−)=×(+)−

١ك

ن

١٤ك٤
١

٢
ن١نن

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً
د من تعويض  فى تأكّ

ق الصيغة المستنتجة لـ  للتحقّ

من أنها تساوى  المعطى.

١ن=

نأ

١أ

=×−×+= ١٢١أ
٢

٣١٣٢

٨٦



٢-١٨ — متتابعات الفروق

الفصل الثانى — المتتابعات

٢ لتكن  متتابعة الفروق للمتتابعة المعطاة.

ها الأول ١ وأساسها ٣: بما أنّ  متتابعة هندسية حدّ

، إذن، عندما 

ا عندما  يصحّ هذا القانون أيضً

إذن، 

. أوجد الحدّ العام للمتتابعات الآتية 

)ب( )أ( 

. أوجد الحدّ العام للمتتابعات الآتية 

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)هـ( 

ى★ التحدِّ

ب  كالآتى: ل حجمها بالمليمتر المكعّ يتابع فريق أورام كتلة نسيجية ستّة أسابيع، ويسجّ

. وإذا تجاوز الحجم   فى  أوجد قانونها العام 

د هل يحتاج المريض إلى الجراحة. ، لزم إجراء جراحة عاجلة. احسب  لتحدّ الأسبوع 

نب{}

{}:,,,,,,… ٢٣٦١٥٤٢١٢٣نأ

{}:,,,,,… ١٣٩٢٧٨١نب

نب{}

=×− ١٣نب
١ن

٢ن≤

=+

−

∑
=

أنأ
١

١ك

١ن

كب

=+

−

∑
=

×−=+
−

−

−
=

+−
−

=
−+

٢

١ك

١ن

١٣
١ك

٢
٣

١ن
١

٣١

٤٣
١ن

١

٢

٣
١ن

٣

٢

١ن=

=
−+ نأ

٣
١ن

٣

٢

ل
وِ
حا

{} نأ

,,,,,,… ٢١٠٢٤٤٤٧٠١٠٢,,,,,… ٥٧١١١٩٣٥

ب تدرَّ

{} نأ

,,,,,,… ١٢٥١٤٤١١٢٢,,,,,,… ٥٨٩٨٥٠

,,,,−,,… ٢٣١٥٣١٣,,,,,,… ١٦١٥٢٨٤٥٦٦

,,,−,,−,… ٥٤٧٢٢٥٥٦

٣مم

,,,,,,… ٣مم١٣٠نأ١٣٧١٣٢١٣١

١٢أ١٢

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

هذه الصورة مقبولة لأنه
. Σسيُستخدم 

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً

استخدم القانون مع الأخذ بعين
الاعتبار أنه مجموع حتى الحدّ

. (−) ١ن

∑
=

×−=
−

−
١ك

ن

١٣
١ن١٣ك

٣١

ا إن لم يُكتب. يُعدّ ذلك استنتاجً
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٢-١٩ — المتتابعات المجمَّعة

٢-١٩
الرياضيات

عة المتتابعات المجمَّ
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

م متتابعة الأعداد الطبيعية إلى مجموعات كما هو موضح أدناه. حلّ المسائل الآتية. قسّ

١ أوجد الحدّ الأول من المجموعة العاشرة.

. ٢ أوجد مجموع الحدود الموجودة فى المجموعة 

. ٣ أوجد فى أى مجموعة وفى أى موضع يقع العدد 

لتكن  هى المتتابعة قبل التجميع. بما أنها متتابعة حسابية بالحدّ الأول ٢ والأساس ٢، فإنّ 

لتكن  هى متتابعة عدد الحدود فى كل مجموعة. بما أنها متتابعة حسابية بالحدّ الأول ١ والأساس

٢، فإنّ 

الثالثة    المجموعة  الثانية  الأولى         المجموعة  المجموعة 

. ١ أوجد الحدّ الأول من المجموعة العاشرة بإيجاد موضع الحدّ الأخير من المجموعة التاسعة فى 

المجموعة العاشرةالمجموعة التاسعة

خمسة حدودثلاثة حدودحدّ واحد

مجموع عدد الحدود حتى المجموعة التاسعة هو:

: إذن، بما أنّ الحدّ الأول من المجموعة العاشرة هو الحدّ الثانى والثمانون فى 

عة، انظر فى انتظام المتتابعة قبل التجميع وانتظام عدد الحدود! فى المتتابعات المجمَّ

الموجودة فى كل مجموعة.

ظ! لاحِ

دّ استعِ

|,,|,,,,|,,… ٢٤٦٨١٠١٢١٤١٦١٨٢٠٢٢

ن

٨٨

طريقة الحلّ

=نأ{} ن٢نأ

نب{}

=− ١ن٢نب

|نأ{} ٢,,| ٤٦٨,,,,| ١٠١٢١٤١٦١٨,,… ٢٠٢٢

١٣٥نب{}

نأ{}

|٢,,| ٤٦٨,,,,| ١٠١٢١٤١٦١٨⋯|…,∘|∘,…

××{×+(−)×}=
١

٢
٩٢١٩١٢٨١

نأ{}

×= ٢٨٢١٦٤

م نواتج التعلّ

عة بتقسيم يحلّ مسائل متنوّ

المتتابعة إلى مجموعات،

ا بعينه أو مجموع ليوجد حدًّ

حدود مجموعة بعينها.

المتتابعة قبل التجميع.

متتابعة أعداد الحدود فى كل

مجموعة.

انظر فى المجموع من الحدّ الأول
. نب{}إلى الحدّ التاسع فى 

={+(−)} ١م

٢
د١نأ٢ن

= ن٢نأ

٨٨



٢-١٩ — المتتابعات المجمَّعة

الفصل الثانى — المتتابعات

. ٢ أوجد المجموع باستخدام ❶ الحدّ الأخير، ❷ الحدّ الأول، و❸ عدد حدود المجموعة 

. ❶ أوجد الحدّ الأخير من المجموعة 

: إيجاد موضع الحدّ الأخير من المجموعة  فى 

)١( …… 

. إذن، الحدّ الأخير من المجموعة  هو 

، ❷ أوجد الحدّ الأول من المجموعة  باستخدام الحدّ الأخير من المجموعة 

ا للسؤال ١ مشابهً

المجموعة المجموعة 

. من )١(، الحدّ الأخير من المجموعة  هو الحدّ  فى 

، وبذلك: . أى الحدّ  إذن، الحدّ الأول من المجموعة  هو الحدّ  فى 

❸ عدد الحدود فى المجموعة  هو 

، والحدّ الأول إذن، المجموع المطلوب هو مجموع متتابعة حسابية بالحدّ الأخير 

: ، وعدد الحدود 

. لًا، أوجد موضع العدد  فى  ٣ أوّ

حلّ  يعطى 

ان الأخيران من المجموعتين  و هما الحدّ  والحدّ  فى  على هنا، من ٢، الحدّ

الترتيب.

ق من أىّ مجموعة ينتمى إليها الحدّ الرابع والأربعون. دة فى  للتحقّ ا محدَّ ض أعدادً عوّ

، فإنّ الحدّ الرابع والأربعين فى المجموعة السابعة. بما أنّ  و

المجموعة السابعةالمجموعة السادسة

 ) (  )الحدّ رقم   )الحدّ رقم 

) )الحدّ رقم 

، فإنّ العدد  هو الحدّ الثامن من المجموعة السابعة. بما أنّ 

ن

ن

نأ{}ن

{×+(−)×}=
١

٢
٢ن١٢ن٢١ن

٢ن٢ن

(−)ن ١ن
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(−) (−)١ن ١ن
نأ{}٢
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٢

(+−)نأ{}١ ٢ن
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−٢ن٢ ١ن٢
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٢
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نأ{}٢ن٢
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=٦
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٢-١٩ — المتتابعات المجمَّعة

الفصل الثانى — المتتابعات

م متتابعة الأعداد الطبيعية إلى مجموعات كما هو موضح أدناه. حلّ المسائل الآتية. قسّ

١ أوجد الحدّ الأول من المجموعة العاشرة.

٢ أوجد مجموع الحدود الموجودة فى المجموعة العاشرة.

. ٣ أوجد فى أى مجموعة وفى أى موضع يقع العدد 

م متتابعة الأعداد الطبيعية إلى مجموعات كما هو موضح أدناه. حلّ المسائل الآتية. قسّ

 ١

)أ( أوجد الحدّ الأول من المجموعة العاشرة.

)ب( أوجد مجموع الحدود الموجودة فى المجموعة العاشرة.

. )جـ( أوجد فى أى مجموعة وفى أى موضع يقع العدد 

 ٢

)أ( أوجد الحدّ الأول من المجموعة العاشرة.

)ب( أوجد مجموع الحدود الموجودة فى المجموعة العاشرة.

. )جـ( أوجد فى أى مجموعة وفى أى موضع يقع العدد 

ى★ التحدِّ

)أ( أوجد الحدّ الأول من المجموعة الثانية عشرة.

. )ب( استنتج قاعدة لمجموع حدود المجموعة 

، وفى أىّ موضع منها. )جـ( عيّن فى أىّ مجموعة يقع العدد 

ى: أوجد مجموع حدود المجموعات من الأولى إلى الثانية عشرة. )د( امتداد التحدِّ

ل تأمَّ

رات أو القرائن البصرية التى تدفعك عند تحليل متتابعة غير مألوفة من بيانات واقعية، ما المؤشّ

عة؟ إلى اختيار طريقة متتابعة الفروق بدل طريقة المتتابعات المجمَّ

ل
وِ
حا

|,|,,|,,,|,,… ١٣٥٧٩١١١٣١٥١٧١٩٢١٢٣

١٠١

ب تدرَّ

|,|,,|,,,|,,… ١٢٣٤٥٦٧٨٩١٠١١١٢

١٢٤

,|,,,|,,,,,|,,… ١٤٧١٠١٣١٦١٩٢٢٢٥٢٨٣١٣٤٣٧٤٠

١٠٠

,|,,|,,,|…… ٢٦١٠١٤١٨٢٢٢٦٣٠٣٤

ن

٢٠٢

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ
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٢-٢٠ — علاقات التكرار )١(

٢-٢٠
الرياضيات

علاقات التكرار )١(
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

المفهوم ٥ · علاقات التكرار والاستقراء

ا حيويًّا، فالغاية أن تبقى فى دم حين يصف الطبيب مضادًّ

ية علاجية من الدواء. وفى كلّ ٢٤ ساعة المريض كمّ

يتناول المريض جرعة جديدة، بينما يمثّل جسمه نسبة

ا فى الدم ويتخلّص منها. ولضمان بقاء الدواء ثابتة ممّ
، يلزم علماء الأدوية نمذجة الًا دون بلوغ الحدّ السامّ فعّ
ف مباشرةً ا تتوقّ ية الدواء غدً هذه الدورة اليومية. فكمّ

ف خطوةً بخطوة ية الباقية اليوم. وهذا التوقّ على الكمّ
هو جوهر علاقة التكرار. ولإثبات بقاء هذا النمط آمنًا عبر عدد غير منتهٍ من الأيام، يستعمل الرياضيّون

ى الاستقراء الرياضى. ا كأحجار الدومينو، يسمّ ا متسلسلً ا منطقيًّ أثرً

ة ويمكن رة خطوةً بخطوة تظلّ مستقرّ ا أن عملية متكرّ ه: كيف نثبت رياضيًّ السؤال الموجِّ
ؤ بها إلى ما لا نهاية؟ التنبّ

، ويمكن إيجاد  بالترتيب، إذا كان الشرطان الآتيان! د المتتابعة  تتحدّ

ين. يَ عطَ مُ

)أ( الحدّ الأول

)ب( علاقة لإيجاد  من   

ى )ب( أعلاه علاقة تكرار. فيما يلى، يُفترض أن علاقات التكرار تصحّ لـ  . يُسمّ

علاقات التكرار التى تمثّل المتتابعات الحسابية والهندسية.!

. متتابعة حسابية بالأساس 

. متتابعة هندسية بالأساس 

ظ! لاحِ

…,,,نأ{} ٤أ٣أ٢أ

+ (…,,,=)نأ١نأ ١٢٣ن

=,,,… ١٢٣ن

+=+ د⟸دنأ١نأ

+= ر⟸نأر١نأ

م نواتج التعلّ

يحلّ علاقات التكرار

بمستوياتها المختلفة،

ليستنتج حدود المتتابعة.

+نأدإضافة  إلى  يعطى  ١نأ

+رنأضرب  فى  يعطى  ١نأ
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٢-٢٠ — علاقات التكرار )١(

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

دة بالشروط الآتية. ١ أوجد الحدود من الثانى إلى الرابع للمتتابعة  المحدَّ

دة بالشروط الآتية. ٢ أوجد الحدّ العام للمتتابعة  المحدَّ

)ب( )أ( 

١ يُوجد الحدّ الثانى بالتعويض  فى علاقة التكرار المعطاة.

يُوجد الحدّ الثالث باستخدام الحدّ
الثانى.

وبالمثل، يُوجد الحدّ الرابع باستخدام
الحدّ الثالث.

إذن، 

: ٢ )أ( بما أنّ المتتابعة  متتابعة حسابية بالحدّ الأول  والأساس 

: )ب( بما أنّ المتتابعة  متتابعة هندسية بالحدّ الأول  والأساس 

دّ استعِ

{} نأ

=,+=+ أ
١

١نأ٢
٢نأ٣

{} نأ

=−,+=+ =+,=٥نأ١نأ١١أ نأ١٣نأ١٢أ

طريقة الحلّ

١ن=

+=+ ١٢أ١١٣أ

=×+ ٢٣٢٢أ

=٨

+=+ ٢٢أ٢١٣أ

=×+ ٣٣٨٢أ

=٢٦

+=+ ٣٢أ٣١٣أ

=×+ ٤٣٢٦٢أ

=٨٠

=,=,= ٤٨٠أ٣٢٦أ٢٨أ

١٥−نأ{}

=−+(−)× ١٥ن١نأ

=− ٦ن٥نأ

٢٣نأ{}

=×− ٢٣نأ
١ن

=+(−) د١نأنأ

=− ١نرأنأ
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٢-٢٠ — علاقات التكرار )١(

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

دة بالشروط الآتية. ١ أوجد الحدود من الثانى إلى الرابع للمتتابعة  المحدَّ

)ب( )أ( 

دة بالشروط الآتية. ٢ أوجد الحدّ العام للمتتابعة  المحدَّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

حلّ المسائل الآتية.

دة بالشروط الآتية. ١ أوجد الحدود من الثانى إلى الرابع للمتتابعة  المحدَّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

دة بالشروط الآتية. ٢ أوجد الحدّ العام للمتتابعة  المحدَّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

ى★ التحدِّ

: حلّ علاقة التكرار الآتية لإيجاد 

   عندما 

بالشروط الابتدائية: 

ل
وِ
حا

{} نأ

=−,+=+ أ
١

١نأ٦
−=+,=٣نأ٢ أ

١
١نأ٢

ننأ٣

{} نأ

=,+=+ −=+,=٣نأ١نأ١١أ ٢نأ١نأ١٤أ

=,+= −=+,−=نأ١٥نأ١٣أ نأ١٢نأ١٣أ

ب تدرَّ

{} نأ

=,+=−+ −+=+,−=٥نأ١٢نأ١١أ ن٢٢ننأ١نأ١٦أ

=,+=− −=+,−=ننأ١٣نأ١٣أ ننأ١نأ١٢أ

=,+=+ +=+,−=ن٢نأ١نأ١٢أ ن٣نأ١نأ١٢أ

{} نأ

=,+=+ −=+,=٦نأ١نأ١١أ ٥نأ١نأ١٣أ

=,+= −=+,=نأ١٣نأ١٤أ نأ١٥نأ١٢أ

=−,+=+ −=+,=٣نأ١نأ١٢أ ٤نأ١نأ١٤أ

=,+= أ
١

١نأ١
−=+,−=نأ٤ أ

١
١نأ٢

نأ٤

نأ

=−−−+− ٣ن≤٣نأ٢٦نأ١١١نأ٦نأ

=,=,= ٢٦أ١١أ٠٠أ

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

٩٣



٢-٢١ — علاقات التكرار )٢(

٢-٢١
الرياضيات

علاقات التكرار )٢(
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

دة بالشروط الآتية. أوجد الحدّ العام للمتتابعة  المحدَّ

، فإنّ الحدّ العام لمتتابعة الفروق لـ  هو  بما أنّ 

: إذن، عندما 

ا عندما  هذه الصيغة تنطبق أيضً

إذن، 

دة بالشروط الآتية. أوجد الحدّ العام للمتتابعة  المحدَّ

)ب( )أ( 

علاقات التكرار حيث تكون متتابعة الفروق معلومة!

  ، عندما 

ظ! لاحِ

+=+() ١نأ
ندنأ

+=٢ن≤

−

∑
=

() أنأ
١

١ك

١ن

كد

دّ استعِ

{} نأ

=,+=+− ٣ن٢نأ١نأ١١أ

طريقة الحلّ

+−=− −نأ{}٣ن٢نأ١نأ ٣ن٢

٢ن≤

=+

−

∑
=

(−) ١نأ

١ك

١ن

٣ك٢

=+×(−){(−)+}−(−) ١٢
١

٢
١ن١١٣ن١ن

=−+=(−) ٢ن
٢ن٤ن٤

٢

١ن=

=(−) ٢ننأ
٢

ل
وِ
حا

{} نأ

=,+=+ +=+,=٢ننأ١نأ١٢أ ن٣نأ١نأ١١أ

م نواتج التعلّ

يحلّ علاقات التكرار

بمستوياتها المختلفة،

ليستنتج حدود المتتابعة.

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

 هو الحدّ العام لمتتابعة

. الفروق لـ 

() ند

نأ{}

. يمكن تحويلها إلى تعبير بدلالة 

.

ن

+−=() ندنأ١نأ

٩٤



٢-٢١ — علاقات التكرار )٢(

الفصل الثانى — المتتابعات

دة بالشروط الآتية. أوجد الحدّ العام للمتتابعة  المحدَّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ز( 

ى★ التحدِّ

شركة ناشئة تبدأ باحتياطىٍّ نقدىٍّ قدره  جنيه ) من مئات الألوف(. وتنفق 

ألف جنيه فى نهاية كلّ ربع سنة:

ؤ باحتياطى الشركة النقدىّ فى بداية أىّ ربع سنة. أوجد صيغة صريحة للحدّ العام  للتنبّ

ب تدرَّ

{} نأ

=,+=+ أ
١

١نأ٢
+=+,=ن٢نأ أ

١
١نأ٢

٢ن٣نأ

=,+=+ ++=+,=ن٢نأ١نأ١١أ ١ن٣نأ١نأ١٢أ

=,+=++ −=+,=ن٢ن٢نأ١نأ١٢أ ن٣نأ١نأ١٢أ

=,+=− ٤نأ١نأ١٤أ
ن

أ=٤٠٠,٠٠٠
١

ن٤٤

=,+=− ن٠,٠٤نأ١نأ١٤أ

نأ

٩٥



٢-٢٢ — علاقات التكرار )٣(

٢-٢٢
الرياضيات

علاقات التكرار )٣(
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

دة بالشروط الآتية. أوجد الحدّ العام للمتتابعة  المحدَّ

: باستبدال  بكلٍّ من  و فى علاقة التكرار المعطاة 

بحلّ هذه المعادلة نجد 

إذن،  …… )١(

هنا، بفرض  …… )٢(، يمكن التعبير عنها بـ 

، إذن  متتابعة هندسية أساسها  بالتعويض فى )١( نجد 

كذلك، الحدّ الأول  لـ  هو، من )٢(، 

إذن، 

بالتعويض فى )٢( نجد 

!. خطوات إيجاد الحدّ العام من علاقة تكرار على الصورة 

❶ استبدل  بكلٍّ من  و فى علاقة التكرار.

❷ حلّ المعادلة الناتجة من ❶.

. ض بالحلّ الناتج من ❷ فى  ❸ عوّ

. ، تكون  متتابعة هندسية أساسها  ❹ بفرض 

. ❺ أوجد الحدّ العام لـ  باستخدام الحدّ العام لـ 

ظ! لاحِ

+=+ ١نأ
قنأف

+جـ ١نأ
نأ

+−=(−) جـنأفجـ١نأ

−= فنب{}نبجـنأ

نب{}نأ{}

دّ استعِ

{} نأ

=,+=+ ٤نأ١٣نأ١١أ

طريقة الحلّ

+جـ ١نأ
+=+نأ ١نأ

٤نأ٣

=+ ٤جـ٣جـ

=− ٢جـ

++=(+) ٢نأ١٢٣نأ

+= +=++نب٢نأ ١نب١٢نأ

+= ١نب
٣نب{}نب٣

ب
١

+=نب{} ب
١

أ
١

٢

=+١٢

=٣

=×− ٣٣نب
١ن

=٣
ن

+= ٢٣نأ
ن

=− ٣نأ
ن

٢

م نواتج التعلّ

يحلّ علاقات التكرار

بمستوياتها المختلفة،

ليستنتج حدود المتتابعة.

ض  فى عوّ

.

=− ٢جـ

+−=(−) جـنأفجـ١نأ

ها  متتابعة هندسية حدّ
الأول  وأساسها 

نب{}

٣٣

٩٦



٢-٢٢ — علاقات التكرار )٣(

الفصل الثانى — المتتابعات

دة بالشروط الآتية. أوجد الحدّ العام للمتتابعة  المحدَّ

)ب( )أ( 

دة بالشروط الآتية. أوجد الحدّ العام للمتتابعة  المحدَّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

ل
وِ
حا

{} نأ

=,+=+ +−=+,=٨نأ١٥نأ١١أ ٣نأ١٢نأ١٤أ

ب تدرَّ

{} نأ

=,+=− +=+,−=١نأ١٢نأ١٢أ ٣نأ١٤نأ١٣أ

=,+=− +−=+,−=٢نأ١٣نأ١٣أ ٤نأ١٣نأ١٢أ

=,+=+ ١نأ١١أ

١

٣
−=+,=٢نأ ١نأ١٢أ

٢

٣
نأ

١

٢

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

٩٧



٢-٢٣ — الاستقراء الرياضى لإثبات المتطابقات

٢-٢٣
الرياضيات

الاستقراء الرياضى لإثبات المتطابقات
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

استخدم الاستقراء الرياضى لإثبات أنّ  

لتكن المتطابقة المعطاة هى )أ(.

: ]١[ عندما 

الطرف الأيمن  الطرف الأيسر 

ق عندما  إذن، )أ( يتحقّ

: ق عندما  ]٢[ افترض أنّ )أ( يتحقّ

)١( …… 

، من )١(: عندما 

الطرف الأيمن 

الطرف الأيسر 

ا عندما  ق أيضً إذن، )أ( يتحقّ

ق )أ( لجميع الأعداد الطبيعية. من ]١[ و]٢[، يتحقّ

البرهان بالاستقراء الرياضى!

» ق لجميع الأعداد الطبيعية  خطوات إثبات أنّ »الشرط )أ( يتحقّ

ق عندما  ]١[ أثبت أنّ )أ( يتحقّ

. ق عندئذٍ ، واكتب المعادلة التى تتحقّ ق عندما  ]٢[ افترض أنّ )أ( يتحقّ

ا عندما  ق أيضً بتحويل تلك المعادلة، أثبت أنّ )أ( يتحقّ

ظ! لاحِ

ن

١ن=

كن=

=+ ١كن

دّ استعِ

+++⋯+=(+) ن١٢٣
١

٢
١نن

طريقة الحلّ

١ن=

=,١=××(+)=
١

٢
١١١١

١ن=

كن=

+++⋯+=(+) ك١٢٣
١

٢
١كك

=+ ١كن

=+++⋯++(+) ١كك١٢٣

=(+)+(+)
١

٢
١ك١كك

=(+)(+)
١

٢
٢ك١ك

=(+){(+)+}
١

٢
١١ك١ك

=(+){(+)+}
١

٢
١١ك١ك

=+ ١كن

م نواتج التعلّ

يطبّق مبدأ الاستقراء الرياضى

ة المساواة لإثبات صحّ

والمتطابقات الرياضية.

ق لـ استنتج التعبير الذى يتحقّ
+= باستخدام )١(. ١كن

لا تُفكّ الأقواس؛ استخرج العامل

. (+)
١

٢
١ك

ل عليها ل إلى الصورة المتحصَّ حوّ
بتعويض  فى الطرف

الأيسر لـ )أ(.
=+ ١كن

٩٨



٢-٢٣ — الاستقراء الرياضى لإثبات المتطابقات

الفصل الثانى — المتتابعات

استخدم الاستقراء الرياضى لإثبات المتطابقات الآتية.

)أ( 

)ب( 

استخدم الاستقراء الرياضى لإثبات المتطابقات الآتية.

)أ( 

)ب( 

)جـ( 

)د( 

ل
وِ
حا

+++⋯+(−)= ٢ن١ن١٣٥٢

×+×+×+⋯+(+)=(+)(+) ١نن١٢٢٣٣٤
١

٣
٢ن١نن

ب تدرَّ

+++⋯+(−)=(−)(+) ١٢١ن١٢٣٢٥٢٢

٣
١ن١٢ن٢ن

+×+×+⋯+×
−

=− ٣٣٤٣٤
٢

٣٤
١ن

٤
ن

١

×+×+×+⋯+(+)=(+)(+) ٢نن١٣٢٤٣٥
١

٦
٧ن١٢نن

+++⋯+=(+
−) ١ن١١٠١٠٢١٠

٩
١١ن١٠

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

٩٩



٢-٢٤ — الاستقراء الرياضى لإثبات المتباينات

٢-٢٤
الرياضيات

الاستقراء الرياضى لإثبات المتباينات
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

، أثبت المتباينة الآتية. عندما  عدد طبيعى أكبر من أو يساوى 

لتكن المتباينة المعطاة هى )أ(.

، الطرف الأيسر  ، الطرف الأيمن  ]١[ عندما 

إذن، تصحّ )أ( عند 

، ]٢[ بافتراض  وأنّ )أ( تصحّ عند 

بضرب الطرفين فى  نحصل على

)١( …… 

: هنا، بمقارنة  و

  ، عندما 

إذن،  …… )٢(

، من )١( و)٢(، بما أنّ 

ا عندما  وهذا يبيّن أنّ )أ( تصحّ أيضً

من ]١[ و]٢[، تصحّ )أ( لجميع الأعداد الطبيعية الأكبر من أو المساوية لـ 

!. ى التعبير المفترَض فى  ، اضرب طرفَ ن  عند إثبات متطابقات أو متباينات تتضمّ

ظ! لاحِ

أ
ن

أ

دّ استعِ

٤ن

> ن٣ن٢

طريقة الحلّ

٢==٤ن=
٤

١٦=×= ٣٤١٢

٤ن=

كن=٤ك≤

> ٢
ك

ك٣

٢

+> ٢
١ك

ك٦

(+)ك٦ ١ك٣

−−=(+)−٤ك≤ ٣ك٣ك١٦ك٣ك٦

=−> ٣٠ك٣

>(+) ١ك٣ك٦

+>>(+) ٢
١ك

١ك٣ك٦

+>(+) ٢
١ك

١ك٣

=+ ١كن

٤

م نواتج التعلّ

يطبّق مبدأ الاستقراء الرياضى

ة المتباينات لإثبات صحّ

الجبرية.

بما أننا نُثبت هذا لـ  فأكثر،
ق عندما  أثبت أنه يتحقّ
٤ن≤

٤ن=

باستخدام هذا التعبير، أثبت )أ( لـ
، وهو

.

=+ ١كن

+>(+) ٢
١ك

١ك٣

بما أنّ الطرف الأيسر عند تعويض
،  فى )أ( هو 

أثبت أنّ 
.

=+ (+)١كن ١ك٣

+>>(+) ٢
١ك

١ك٣ك٦

١٠٠



٢-٢٤ — الاستقراء الرياضى لإثبات المتباينات

الفصل الثانى — المتتابعات

، أثبت المتباينة الآتية. عندما  عدد طبيعى أكبر من أو يساوى 

حلّ المسائل الآتية.

١ عندما  عدد طبيعى، أثبت المتباينة الآتية.

، أثبت المتباينة الآتية. ٢ عندما  عدد طبيعى أكبر من أو يساوى 

ى★ التحدِّ

، أثبت المتباينة الآتية. عندما  و عدد طبيعى أكبر من أو يساوى 

ل
وِ
حا

٣ن

>+ ٣
ن

١ن٥

ب تدرَّ

ن

> ٣
ن

٢
ن

٤ن

>+ ١ن٣ن٢

٣ن٠ه<ـ

(+)>+ ٢هـن١نهـ١

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

١٠١



ا باستخدام الاستقراء الرياضى ٢-٢٥ — إثبات كون العدد مضاعفً

٢-٢٥
الرياضيات

ا باستخدام إثبات كون العدد مضاعفً
الاستقراء الرياضى

الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

، باستخدام أثبت أنّ  مضاعف للعدد  لجميع الأعداد الطبيعية 
الاستقراء الرياضى.

.» لتكن )أ( هى » مضاعف للعدد 

، ]١[ عندما 

. ق عندما  إذن، )أ( يتحقّ

، يمكن التعبير عنه باستخدام العدد الصحيح  كما يلى: ق عندما  ]٢[ بافتراض أنّ )أ( يتحقّ

: بالنظر إلى حالة 

وبما أنّ  عدد صحيح، فإنّ  مضاعف للعدد 

. ا عندما  ق )أ( أيضً ، ويتحقّ إذن،  مضاعف للعدد 

ق )أ( لجميع الأعداد الطبيعية. من ]١[ و]٢[، يتحقّ

، باستخدام الاستقراء الرياضى. أثبت أنّ  مضاعف للعدد  لجميع الأعداد الطبيعية 

ن أنه يأخذ الصورة  )عدد! ، استخدم التعبير المفترَض لتبيّ ا ما مضاعف لـ  عند إثبات أنّ عددً

صحيح(.

ظ! لاحِ

أ×أ

دّ استعِ

+(+)+(+) ن٢٣٩ن١٣ن٣ن

طريقة الحلّ

+(+)+(+) ١ن٣ن
٢ن٣

٣
٩

١ن=

+(+)+(+)=++ ١
٣

١١
٣

١٢
٣

١٨٢٧

=٣٦

١ن=

مكن=

+(+)+(+)= ١ك٣ك
٢ك٣

٣
م٩

=+ ١كن

(+)+(+)+(+)=−+(+) ١ك
٢ك٣

٣ك٣
٣

٣ك٣كم٩
٣

=−++++ ٣ك٣كم٩
٢ك٩

٢٧ك٢٧

=(+++) ٢كم٩
٣ك٣

+++ ٢كم
(+++)٣ك٣ ٢كم٩

٣٩ك٣

(+)+(+)+(+) ١ك
٢ك٣

٣ك٣
٣

٩=+ ١كن

ل
وِ
حا

ن٣ن٣٢ن+

م نواتج التعلّ

يطبّق مبدأ الاستقراء الرياضى

ة قابلية القسمة. لإثبات صحّ

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

٣٦٩ مضاعف للعدد 

باستخدام هذه المعادلة، أثبت أنّ
ق عندما  +=)أ( يتحقّ ١كن

بما أنّ

من

:

(+)+(+)=− ١ك
٢ك٣

٣
٣كم٩

+(+)+(+)= ١ك٣ك
٢ك٣

٣
م٩

(+)+(+)+(+) ٣٣ك٢٣ك١٣ك

=−+(+) ٣ك٣كم٩
٣

١٠٢



ا باستخدام الاستقراء الرياضى ٢-٢٥ — إثبات كون العدد مضاعفً

الفصل الثانى — المتتابعات

حلّ المسائل الآتية.

، باستخدام الاستقراء ١ أثبت أنّ  مضاعف للعدد  لجميع الأعداد الطبيعية 

الرياضى.

، باستخدام الاستقراء ٢ أثبت أنّ  يقبل القسمة على  لجميع الأعداد الطبيعية 

الرياضى.

ى★ التحدِّ

: أثبت أنه لأىّ عدد صحيح 

.    مضاعف لـ 

ب تدرَّ

−+ ٣ن٢
ن٦ن٢ن٣

− ن٣ن٣ن٤

١ن≤

(+)− ٢ن١ن١ن

١٠٣



٢-٢٦ — علاقات التكرار والاستقراء الرياضى

٢-٢٦
الرياضيات

علاقات التكرار والاستقراء الرياضى
الفصل الثانى   المتتابعات

الفصل الثانى — المتتابعات

، حلّ المسائل الآتية. دة بالشرطين  و بالنسبة للمتتابعة  المحدَّ

ر الحدّ العام لهذه المتتابعة. ١ أوجد  وقدّ

١ صحيح باستخدام الاستقراء الرياضى. ٢ أثبت أنّ التقدير فى 

١ من علاقة التكرار المعطاة:

    وبالمثل، 

إذن، يمكننا تقدير 

٢ لتكن  هى )أ(.

، بتعويض  فى )أ( نحصل على: ]١[ عندما 

ق )أ( عندما  إذن، يتحقّ

، ق عندما  ]٢[ بافتراض أنّ )أ( يتحقّ

، بإيجاد  من علاقة التكرار المعطاة: عندئذٍ

ا عندما  ق أيضً وهذا يبيّن أنّ )أ( يتحقّ

ق )أ( لجميع الأعداد الطبيعية. من ]١[ و]٢[، يتحقّ

١ صحيح. إذن، التقدير فى 

دّ استعِ

{} =+١٣أ=نأ
−

+
١نأ

نأ
٢

١

١ن

,, ٤أ٣أ٢أ

طريقة الحلّ

=
−

+
=

−
== ٢أ

١أ

٢
١

١١

٣
٢

١

٢

٨

٢
٤=,= ٤٦أ٣٥أ

=+ ٢ننأ

=+ ٢ننأ

١ن=١ن=

=+= ١١٢٣أ

١ن=

كن=

=+ ٢ككأ

+ ١كأ

+=
−

+
١كأ

كأ
٢

١

١ك

=
(+)−

+

٢ك
٢

١

١ك

٣ك+=

=(+)+ ١٢ك

=+ ١كن

م نواتج التعلّ

ف الاستقراء الرياضى يوظّ

لإثبات علاقات تكرار

ق من المتتابعات والتحقّ

تها. صحّ

{}:,,,,… ٣٤٥٦نأ

ض  +=عوّ ٢ككأ

ل عليها ل إلى الصورة المتحصَّ حوّ
بتعويض  فى الطرف

الأيسر لـ )أ(.
=+ ١كن

١٠٤



٢-٢٦ — علاقات التكرار والاستقراء الرياضى

الفصل الثانى — المتتابعات

، حلّ المسائل الآتية. دة بـ  و بالنسبة للمتتابعة  المحدَّ

ر الحدّ العام. ١ أوجد  وقدّ

١ صحيح باستخدام الاستقراء الرياضى. ٢ أثبت أنّ التقدير فى 

حلّ المسائل الآتية.

، حلّ المسائل دة بـ  و ١ بالنسبة للمتتابعة  المحدَّ

الآتية.

ر الحدّ العام. )أ( أوجد  وقدّ

)ب( أثبت أنّ التقدير فى )أ( صحيح باستخدام الاستقراء الرياضى.

، حلّ المسائل الآتية. دة بـ  و ٢ بالنسبة للمتتابعة  المحدَّ

ر الحدّ العام. )أ( أوجد  وقدّ

)ب( أثبت أنّ التقدير فى )أ( صحيح باستخدام الاستقراء الرياضى.

ى★ التحدِّ

. وإذا ن متتابعة هندسية أساسها  جـ بهذا الترتيب تكوّ ب ،  أ ،  ثلاثة أعداد 

ن القيم ن متتابعة حسابية، فعيّ جـ بهذا الترتيب تكوّ ب ،  أ ،  كانت 

. الممكنة لـ 

ل تأمَّ

عرَّفة بعلاقة تكرار؟ ة قانون عامّ لمتتابعة مُ د من صحّ كيف يساعدنا الاستقراء الرياضى على التأكّ

اشرح إجابتك.

ل
وِ
حا

{} −=نأ −+=+١١أ نأ١نأ
٢

٢نأن٢

,, ٤أ٣أ٢أ

ب تدرَّ

{} أ=نأ
١

١+=−+(+) ١نأ
نأ

٢
١٢ننأ٢ن

,, ٤أ٣أ٢أ

{} =+١١أ=نأ
−

−

١نأ

٤نأ

٣نأ

,, ٤أ٣أ٢أ

ر

٢

ر

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

١٠٥



بة ٣-١ — الأعداد المركّ

٣-١
الرياضيات

بة الأعداد المركّ
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

ب المفهوم ١ · العدد المركّ

،)ECG( حين يتابع الفنّي الطبي قلب المريض برسم القلب الكهربي
تظهر على الشاشة موجات منتظمة متتابعة. وعلى نحو مشابه،

يستعين جهاز الرنين المغناطيسي بمجالات مغناطيسية قوية

ا دقيقة لأعضاء الجسم من الداخل. ن صورً وموجات راديوية ليكوّ

هذه الإشارات الحيوية موجات في حقيقتها، وتتبّعها يقتضي تتبّع سعتها وزمنها )فرق الطور(

ا يحلّ ا فريدً ا رياضيًّ ا. والأعداد المألوفة تعجز عن حمل المعلومتين في آن واحد، لكنّ إطارً معً

المشكلة إذ يعامل العدد نقطةً إحداثية في المستوى.

بة على توسيع فهمنا للرياضيات، فنحلّ ه: كيف تعيننا الأعداد المركّ السؤال الموجِّ

مسائل تبدو مستحيلة بالأعداد الحقيقية وحدها؟

، أي أنّ  ! العدد الذي يساوي مربّعه  يُرمز إليه بـ 

بًا.! ا مركّ ى عددً ،  يُسمّ ر عنه في الصورة  باستخدام عددين حقيقيين  العدد المعبَّ

ى الجزء التخيّلي. ى الجزء الحقيقي، والجزء  يُسمّ الجزء  يُسمّ

ا. ا حقيقيًّ ، يصير  عددً عندما 

ا تخيّليًّا. ى  عددً ، يُسمّ وعندما 

بين! تساوي عددين مركّ

، فإنّ ا حقيقية، إذا كان  ،  أعدادً  ،  ، • عندما تكون 

، فإنّ  ،  عددين حقيقيين، إذا كان  • وعندما تكون 

ظ! لاحِ

٢ت=ت١−
−١

بأتبأ+

بأ

تبأ+٠ب=

تبأ+٠≠ب

+=+دجبأ تدجتبأ

=,= دبجأ

=+بأ =,=٠تبأ ٠ب٠أ

م نواتج التعلّ

يتعرّف العدد المركّب

نيه: ز مكوّ  ويميّ
لي. الجزء الحقيقي والجزء التخيّ

=+ تبأع

ا جزء من الأعداد الحقيقية أيضً
بة. الأعداد المركّ

لي. ت غير مشمولة في الجزء التخيّ

لي في الجزآن الحقيقي والتخيّ
الطرفين متساويان.

=+ ت٠٠٠

١٠٧

الأعداد المرّكبة

الأعداد الحقيقيةالأعداد التخيّلية

٧٣، −−٢ت، ٨ت
الأعداد الحقيقية أيضًا جزء من الأعداد المرّكبة.

√

√٢



بة ٣-١ — الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

بة الآتية. لي لكلٍّ من الأعداد المركّ ١ اذكر الجزء الحقيقي والجزء التخيّ

)أ(     )ب(     )جـ(     )د( 

قان المعادلة الآتية. ،  اللتين تحقّ د قيمتَي العددين الحقيقيين  ٢ أوجِ

لي: −٢ ١ )أ(    الجزء الحقيقي: ٣، الجزء التخيّ

لي:  ، الجزء التخيّ )ب(    الجزء الحقيقي: 

لي: ٠ )جـ(    الجزء الحقيقي: −٨، الجزء التخيّ

لي: ٢ )د(    الجزء الحقيقي: ٠، الجزء التخيّ

 ٢

إذن،

 ، وبحلّ هذه المنظومة نحصل على 

حلّ المسائل الآتية.

بة الآتية. لي لكلٍّ من الأعداد المركّ ١ اذكر الجزء الحقيقي والجزء التخيّ

)أ(     )ب(     )جـ(     )د( 

قان المعادلتين الآتيتين. ،  اللتين تحقّ د قيمتَي العددين الحقيقيين  ٢ أوجِ

)أ(     )ب( 

استعد

ت٣٢−
−√ ت٤٥

٣
ت٨٢−

صس

(+)+(+)=+ ت٢٣صت١ست٢

طريقة الحل

ت٣٢−

−√
=−√ ت٤٥

٣

٤

٣

٥

٣
ت

٤

٣
−√٥

٣

−=−+ ت٨٨٠

=+ ت٠٢ت٢

(+)+(+)=+ ت٢٣صت١ست٢

+++=+ ت٢٣صتصستس٢

(+)+(+)=+ ت٢٣تصسصس٢

{
+=

+=

٢صس٢

٣صس

=− ٤ص=١س

حاول

ت٣٥+−
−−√ ت١٣

٢
ت١٣

صس

(−)+(+)= −=(−)+(+)٠تص٣س٦س ت٦٧صت٤ست٣٢

لي. ت غير مشمولة في الجزء التخيّ

لًا. ر عنه في الصورة  أوّ تبأ+عبّ

كّ الطرف الأيمن ورتّبه في فُ

. تبأ+الصورة 

لي قارِن الجزأين الحقيقي والتخيّ

في الطرفين.

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٠٨



بة ٣-١ — الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

مكان الصورة
مهندس صوت أمام

موجات صوتية

حلّ المسائل الآتية.

بة الآتية. لي لكلٍّ من الأعداد المركّ ١ اذكر الجزء الحقيقي والجزء التخيّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

قان المعادلات الآتية. ،  اللتين تحقّ د قيمتَي العددين الحقيقيين  ٢ أوجِ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)هـ( 

ي★ التحدّ

ب ا لصدى ستيريو تتعقّ قً لحَ مهندس صوت يبرمج مُ

ةَ الموجات الصوتية وزمنها. بة شدّ فيه الأعدادُ المركّ

اعة اليسرى ا بين السمّ ولتوسيط الصوت تمامً

ل عامِ اعة اليمنى )مُ ( والسمّ ة  ل الشدّ عامِ )مُ

(، يجب أن يتوازن المساران الصوتيان وفق ة  الشدّ

المعادلة:

. د القيمتين المضبوطتين للعددين الحقيقيين  ، أوجِ

تدريب

ت٢٥١٣+−ت٢٥+

−√ ت٢٥

٣

−√ ت٧٢

٢

−٤
١

٤

ت−ت٣√

صس

(+)+(−)=+ (+)+=−(+)ت٨٧تصس٣صس٢ ت١ص٤٢ت١٥س

(−)+(+)= +=(−)+(+)٠تصس٢س ت٧٣صت١ست٣٢

(−)(+)=+ ت٢تصست١

س

ص

(+)(+)=(+) تصستست١٢

صس

١٠٩



بة )١( ٣-٢ — العمليات على الأعداد المركّ

٣-٢
الرياضيات

بة )١( العمليات على الأعداد المركّ
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

احسب ما يأتي.

)أ(     )ب(     )جـ( 

)أ( 

)ب( 

)جـ( 

احسب ما يأتي.

)أ(     )ب(     )جـ( 

بة بالطريقة نفسها المستخدمة في! يمكن إجراء العمليات الحسابية على الأعداد المركّ

ض بـ  ، عوّ التعبيرات الجبرية. ومع ذلك، إذا ظهر 

ينبغي حساب قوى  بالتعبير عنها بدلالة !

مثال:      

ظ! لاحِ

ت
٢

=− ت
٢

١

تت
٢

=()=(−)= ت
٨

ت
٢٤

١
٤

١=×()=×(−)=− ت
٧

تت
٢٣

١ت
٣

ت

استعد

(−)−(+) (−)ت٢٥ت٣٢ ++٢٢ت ت
٦

ت
٢٧

ت
١٧

طريقة الحل

(−)−(+) ت٢٥ت٣٢

=−−− ت٢٥ت٣٢

ت١٧−=

(−) ٢ت
٢

=−+ ت
٢

٤ت٤

=−−+ ٤ت١٤

ت٣٤−=

++ ت
٦

ت
٢٧

ت
١٧

=()+×()+×() ت
٢٣

تت
٢١٣

تت
٢٨

=(−)+×(−)+×(−) ١
٣

١ت
١٣

١ت
٨

=−−+ تت١

=−١

حاول

(+)+(−+) (−)(+)ت٣٢ت٤٦ +++ت١٢ت٢٣ تت
٢

ت
٣

ت
٤

م نواتج التعلّ

يتعرّف العدد المركّب

نيه: ز مكوّ  ويميّ
لي. الجزء الحقيقي والجزء التخيّ

ويجري العمليات الحسابية
)الجمع والطرح والضرب

بة، والقسمة( على الأعداد المركّ
ويضع الناتج في أبسط صورة.

=+ تبأع

ر عنه عندما يكون الأُسّ فرديًّا، عبّ

. ٢تتباستخدام  و

ر. تاحسب بمعاملة  كمتغيّ

ب في الصورة  تبأ+أجِ

ض  −=عوّ ٢ت
١

ر عن كل قوة من قوى  عبّ

باستخدام 

ت
٢ت

رات خاطئة تصوّ

لي: خلط الجزأين الحقيقي والتخيّ
جمع الحدود غير المتشابهة أو

ا بدل إبقاء الجزء طرحها معً
لي الحقيقي والجزء التخيّ

منفصلين.

أخطاء في الضرب: نسيان أنّ

 عند فكّ
الأقواس.

×==− ٢تتت
١

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١١٠



بة )١( ٣-٢ — العمليات على الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

احسب ما يأتي.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

)ي( )ط( 

)ل( )ك( 

ي★ التحدّ

ا، فحلّ المعادلة: ا حقيقيًّ إذا كان  عددً

تدريب

(+)−(+) (−)+(+−)ت٣٥ت٧٤ ت٥٦ت٤٣

(−)−(−) (+√)(+√)ت٥٣ت٣٣ ت٢ت٢٣

(+)+(+) ت٥٨ت٢٣
(−)−(+)

٢

٥

١

٢
١ت

٣

٣

٧
ت

(−) ١٢ت٢

(+)(−)
٢

ت
ت

٢

ت
ت

(+)+(−) ٣ت٢
٣ت٢

++ ت٣ت٥ت

++ ++١١ت١٤ت٩ت ١٥ت١٨ت١٢ت

س

(−)(+)= ٤٠ت٢س١٤تس٢ست٧س٧

١١١



بة )٢( ٣-٣ — العمليات على الأعداد المركّ

٣-٣
الرياضيات

بة )٢( العمليات على الأعداد المركّ
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

بة الآتية. ب لكلٍّ من الأعداد المركّ ١ اذكر المرافق المركّ

)أ(     )ب(     )جـ(     )د( 

. ب في الصورة  ٢ احسب ما يأتي وأجِ

)أ(     )ب( 

لي. س إشارة الجزء التخيّ ١ اعكِ

)أ(     )ب(     )جـ(     )د( 

٢ )أ( 

بة.! ى المرافقات المركّ بة  و تُسمّ الأعداد المركّ

ا.! ا حقيقيًّ بة المرافقة يصبح عددً حاصل ضرب الأعداد المركّ

مثال: 

ا من! لًا كلًّ لية في المقام، اضرب أوّ بالنسبة للتعبيرات الكسرية التي تحتوي على أعداد تخيّ

ا. ا حقيقيًّ البسط والمقام في المرافق المركّب للمقام لجعل المقام عددً

مثال: 

ظ! لاحِ

تبأ−تبأ+

(+)(−)=− ٢ت٤٩ت٢٣ت٢٣

=−×(−) ٤٩١

=+= ٤٩١٣

−

+
=

(−)(−)

(+)(−)

ت١
ت٢٣

ت٢٣ت١
ت٢٣ت٢٣

=
ت١٥−−

١٣

استعد

√−ت٢٣+ ت٥−١١٦ت٧

تبأ+

+

−

ت٢
ت٢

ت٣−
ت٢

طريقة الحل

√+ت٢٣− ت١١٦٥ت٧

+

−

ت٢
ت٢

=
(+)

(−)(+)
=

++

−

٢ت٢

ت٢ت٢
٢تت٤٤

٢ت٤

=
++(−)

−(−)
=

+ ١ت٤٤

٤١

ت٣٤
٥

=+
٣

٥

٤

٥
ت

م نواتج التعلّ

يتعرّف العدد المركّب

نيه: ز مكوّ  ويميّ
لي. الجزء الحقيقي والجزء التخيّ

ويجري العمليات الحسابية
)الجمع والطرح والضرب

بة، والقسمة( على الأعداد المركّ
ويضع الناتج في أبسط صورة.

=+ تبأع

لية إشارات أجزائها التخيّ
متعاكسة.

ت٦٠−ت٦٠+مرافق  هو 

ت٠٥+ت٠٥−مرافق  هو 

ت٢+اضرب البسط والمقام في 

ب في الصورة  تبأ+أجِ

١١٢



بة )٢( ٣-٣ — العمليات على الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

)ب( 

حلّ المسائل الآتية.

بة الآتية. ب لكلٍّ من الأعداد المركّ ١ اذكر المرافق المركّ

)أ(     )ب(     )جـ(     )د( 

. ب في الصورة  ٢ احسب ما يأتي وأجِ

)أ(     )ب( 

حلّ المسائل الآتية.

بة الآتية. ب لكلٍّ من الأعداد المركّ ١ اذكر المرافق المركّ

)جـ( )ب( )أ( 

)و( )هـ( )د( 

)ح( )ز( 

)ط( 

. ب في الصورة  ٢ احسب ما يأتي وأجِ

)د( )جـ( )ب( )أ( 

)ح( )ز( )و( )هـ( 

ي★ التحدّ

نة واكتب إجابتك في الصورة القياسية. أجرِ العملية المبيَّ

ت٣−
ت٢

=
(−)(−)

(−)
=

−+

−
ت٢ت٣

ت٢ت٢
٢ت٢ت٦

٢ت٤

=
−+×(−)

−×(−)

٢١ت٦

٤١

=
ت٢٦−−

٤

=−−١

٢

٣

٢
ت

حاول

√+√ت١٤− ت٨−١٠٢ت٢

تبأ+

+

+

ت٣
ت١٢

ت١−
ت

تدريب

√+ت٩٨+ت٣٤+ ٣ت٨

١٥−٥
√٧

ت٥٠−ت

٦ت√

تبأ+

+

−
ت١
ت١

+

+

ت٣
ت٢

√+

√−

ت٥

ت٥
+

ت٥
ت١٢

+

ت٥
ت٤٣

−
−
ت١٣
ت٣٢

١

ت
ت٢+

ت٣

(
(−)

(+)(−+))
ت١٠١٢ت

ت١٤ت٢

٢٠٢٧

ت٢−اضرب البسط والمقام في 

ط الكسر. بسّ

. ب في الصورة  تبأ+أجِ

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١١٣



٣-٤ — الجذور التربيعية للأعداد السالبة

٣-٤
الرياضيات

الجذور التربيعية للأعداد السالبة
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

. ر عن الجذرين التربيعيين لـ  بدلالة  ١ عبِّ

٢ احسب ما يأتي.

)أ(     )ب( 

١ الجذران التربيعيان لـ  هما 

٢ )أ( 

)ب( 

!   ، عندما 

!. ا، احسب بعد التعبير عنه في صورة بدلالة  ا سالبً عندما يكون داخل الجذر التربيعي عددً

ظ! لاحِ

أت√أ=−√٠أ<

ت

استعد

ت٦−

√−×√− ١٢٦
√

√−

٨

١٨

طريقة الحل

−٦±√−=±√ ٦ت٦

√−×√− ١٢٦

=√×√ ٦ت١٢ت

=√×√ ٦ت٣ت٢

=√ ٢ت٦
٢

=√×(−)=−√ ٦٢١٦٢

√

√−

٨

١٨

=
√

√

٢٢

ت٣٢

=
ت٦−

٩

=−٢

٣
ت

م نواتج التعلّ

يحسب الجذور التربيعية للأعداد
بة. السالبة والأعداد المركّ

لًا بدلالة  ر أوّ تعبِّ

ض  −=عوّ ٢ت
١

اضرب البسط والمقام في 

.) )أو أبسط: في 

ت٣−

ت

رات خاطئة تصوّ

الظنّ بأن  غير معرَّف أو

مستحيل: قد يعتقد الطلاب أن
الأعداد السالبة لا جذور تربيعية

ا، بدل إدراك أن الأعداد لها إطلاقً
ع النظام العددي بة توسّ المركّ

ليصير ذلك ممكنًا.

الخلط في الإشارات: يفترض

بعضهم أن 
وهذا غير صحيح؛ والصورة

. الصحيحة 

ن−√

√−=−√ نن

√−=√ نتن

١١٤



٣-٤ — الجذور التربيعية للأعداد السالبة

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

. ر عن الأعداد الآتية بدلالة  ١ عبِّ

)أ(     )ب(     )جـ(     )د( الجذران التربيعيان لـ 

٢ احسب ما يأتي.

)أ(     )ب(     )جـ( 

حلّ المسائل الآتية.

. ر عن الأعداد الآتية بدلالة  ١ عبِّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( الجذران التربيعيان لـ )هـ( 

)ح( الجذران التربيعيان لـ )ز( الجذران التربيعيان لـ 

٢ احسب ما يأتي.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

ي★ التحدّ

 : حلّ

ل تأمّ

بالنظر إلى أنّ توسيع نظامنا العددي من المستقيم الحقيقي إلى المستوى ثنائي البُعد أتاح

ر ذلك نظرتك إلى ما يجعل مانَعة الأنسجة ومعالجة الصوت، كيف يغيّ لنا حساب أمور كمُ

«؟ ليّ ا« في مقابل »تخيّ ا »حقيقيًّ ا رياضيًّ مفهومً

حاول

ت

√−١٢−١٢−√−٢٧−√٧

√−×√− ٣٦
√

√−

٢٧

٣
(+√−) ٣٢

٢

تدريب

ت

√−٩−√٢

√−٢٤−√−٤٥

−√−٢−٣٦

−١٦−١٨

√−×√− ٢٦√−×√− ٢٨٣٥

√

√−

٨

٢

√

√−

٢٧

١٢

√−+√−+√− ٣٢٩٨٨√−−√−+√− ٩٨٧٢٥٠

(√+√−) ٣٥
٢

(+√−)(−√−) ٢٣٢٣

(−)=− ٨٢١٠س٢

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١١٥



٣-٥ — حلول المعادلات التربيعية

٣-٥
الرياضيات

حلول المعادلات التربيعية
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

مكان الصورة
انتشار السمات الوراثية

عبر الأجيال

المفهوم ٢ · المعادلات التربيعية

رية كيف تنتشر السمات الوراثية في يدرس علماء الأحياء التطوّ
دوا هل يتكيّف النوع أم المجتمعات الحيوية مع مرور الزمن، ليحدّ

رات يستقرّ أم يواجه الانقراض. ولنمذجة التفاعلات بين المتغيّ

الوراثية المتنافسة تحت الانتخاب الطبيعي، يستعملون
لات التكاثر وآثار الأجيال. وعند نقطة التوازن الرياضيات لتمثيل معدّ

بين السمات الوراثية والضغوط البيئية، تتّخذ المعادلات صورة تعبيرات تربيعية تساعد على

ا للانهيار. ا أم معرَّضً ؤ بما إذا كان المجتمع مستقرًّ التنبّ

ه: كيف تساعدنا المعادلات التربيعية على تحديد ما إذا كان نظام في علوم السؤال الموجِّ
ا أم ينهار؟ الحياة أو الهندسة سيبقى مستقرًّ

ر عنه في صورة بدلالة ! ا، عبّ عندما يكون داخل الجذر التربيعي سالبً

كيفية حلّ المعادلات التربيعية !

)أ( الحلّ باستخدام مفهوم الجذور التربيعية.

)ب( الحلّ باستخدام التحليل إلى عوامل.

)جـ( الحلّ باستخدام القانون العام.

ظ! لاحِ

ت

م نواتج التعلّ

يحلّ المعادلات التربيعية في
بة. مجموعة الأعداد المركّ

١١٦

أ±س =  هي  = أ٢سحلول 
أس = −م ± ، إذن أس + م = ±، حوّل إلى  = أ٢)س + م(بالنسبة لـ 

√
√√

٠ أو أس =  هي س)س − أ( = ٠حلول 

أ أو بس =  هي )س − أ()س − ب( = ٠حلول 

أس =  هو  = ٢٠)س − أ(حلّ 

س =  هي )أس − ب()ج س − د( = ٠حلول 
ب
 أو أ

د
جـ

س =  هي  + ب س + جـ = ٢٠أ سحلول 
 − ٤ أ جـ٢ب−ب ± 

٢ أ
√

.



٣-٥ — حلول المعادلات التربيعية

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المعادلات التربيعية الآتية.

)أ(     )ب(     )جـ( 

)أ( 

)ب( 

 أو 

)جـ( 

حلّ المعادلات التربيعية الآتية.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

استعد

+= ٢س
٨٠−−= ٢س٢

=+√+٩٠س٧ ٢س٢
١١٠س٢٦

طريقة الحل

+= ٢س
٨٠

=− ٢س
٨

=±√− ٨س

=±√ ٨تس

=±√ ٢ت٢س

−−= ٢س٢
٩٠س٧

(+)(−)= ٩٠س١٢س

=− ١س
٩

٢

+√+= ٢س٢
١١٠س٢٦

=
−√±√(√)−××

×
س

٢٦٢٦
٢

٤٢١١

٢٢

=
−√±√−

س
٢٦٦٤

٤

=
−√±√

س
٦٤ت٢٦

٤

=
−√±

س
ت٢٦٨

٤

=
−√±

س
ت٦٤

٢

حاول

+= ٢س
٤٠(−)=− ٣س

٢
٨

+−= =+√+٣٠س٢٥س٢ ٥٠س٢٢٣س٢

.» ن الصورة » ٢س=كوِّ

أزِل التربيع من الطرف الأيمن

ف  إلى الطرف الأيسر. √±وأضِ

. ر بدلالة  تعبِّ

استخدم طريقة الضرب التبادلي.

استخدم القانون العام.

. ر بدلالة  تعبِّ

ط الكسر. بسّ

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١١٧



٣-٥ — حلول المعادلات التربيعية

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

١ حلّ المعادلات التربيعية الآتية.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

)ي( )ط( 

٢ حلّ المعادلات التربيعية الآتية.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

)ط( 

ي★ التحدّ

يدرس فريق بحثي اهتزازات غشاء رقيق في جهاز طبّي يستعمل الموجات فوق

ل انتقال الطاقة  تُعطى بالصيغة: الصوتية. والعلاقة بين سعة الاهتزاز  ومعدّ

ل انتقال الطاقة د قيم  التي تجعل النظام يبلغ حالة الاتزان )حين يكون معدّ حدِّ

ح معنى النتيجة. ا(. ثم وضّ صفرً

تدريب

+= ٢س
٤٩٠−= ٢س٩

٤٠

(−)= ٢س
٢

٥(+)=− ٦س
٢

٦

+= =−+٠س٢٧س٢ ١٢٠س٢٥س٢

++= =+−١٠س٢س ٣٠س٢٥س٣

−√+= =+√+٥٠س٢٢٣س ١٠س٢٢٢س٣

−+= −=(+)٢٠س٢س ٤س
٢

١٨

−= ٢س
١٢٠−−= ٢س٣

١٠س٤

−+= =+١٥٠س٢٨س ٢٣٠س٤

−√+= =+−١٠س٢٥س٣ ١٥٠س٢١٢س٦

(−)= ٣٢٧س٢

رس

=+√+ ٢س٣ر
٢س٢٣

س

١١٨



٣-٦ — مميّز المعادلات التربيعية

٣-٦
الرياضيات

مميّز المعادلات التربيعية
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

د طبيعة حلول المعادلة التربيعية  ١ حدّ

٢ أوجد مجموعة قيم الثابت  التي تجعل المعادلة التربيعية

 ذات حلول حقيقية.

د طبيعة حلول المعادلة التربيعية  ا. حدّ ا حقيقيًّ ٣ لتكن  ثابتً

ز المعادلة  ١ لتكن  مميّ

إذن، يكون لها حلّان تخيليان مختلفان.

التعبير المستخدم لتحديد نوع وعدد حلول المعادلة التربيعية !

. ز له بـ ى المميّز، ويُرمَ يُسمّ

، يكون لها حلّان حقيقيان مختلفان.! عندما 

ر )حلّ حقيقي واحد(. ، يكون لها حلّ مكرّ عندما

، يكون لها حلّان تخيليان مختلفان. عندما

، يكون لها حلول حقيقية. وعندما 

ظ! لاحِ

++= ٠جسب٢سأ

٢ب−=
جأ٤

>٠

=٠

<٠

≥٠

استعد

++= ٧٠س٢٤س٣

م

−+−−= ٩٠م٢٣مسم٢س

=−++ك ٠ك٣سك٢س

طريقة الحل

++= ٢س٣
٧٠س٤

=−××=−=−< ٤
٢

٤٣٧١٦٨٤٦٨٠

م نواتج التعلّ

د طبيعة الجذرين باستخدام يحدّ

ف ذلك في حلّ ز، ويوظّ المميّ

المسائل الرياضية.

رات خاطئة تصوّ

: سوء تفسير النتيجة. 

ا«، الظنّ بأنه »لا حلول إطلاقً

: بان.  ان مركّ والصواب حلّ

الظنّ بأنه »لا حلول«، والصواب

: ر.  حلّ حقيقي واحد مكرّ

الظنّ بأن الحلّ »واحد فقط«،

ان حقيقيان والصواب حلّ

مختلفان.

<Δ٠

=Δ٠

>Δ٠

داخل الجذر التربيعي في القانون
التربيعي.

عندما  تكون الحلول
حقيقية.

≥٠

ض  ،  ،  في عوّ

ز. المميّ

٧ج=٤ب=٣أ=

١١٩
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٣-٦ — مميّز المعادلات التربيعية

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

، ، وبما أنّ  ز المعادلة  ٢ لتكن  مميّ

إذن، 

ز المعادلة  ٣ لتكن  مميّ

: ، أي  ]١[ عندما 

ان حقيقيان مختلفان. ، يكون لها حلّ بحلّ هذه المتباينة نجد: عندما  أو 

: ، أي  ]٢[ عندما 

ر. ، يكون لها حلّ مكرّ بحلّ هذه المعادلة نجد: عندما  ، 

: ، أي  ]٣[ عندما 

ان تخيليان مختلفان. ، يكون لها حلّ بحلّ هذه المتباينة نجد: عندما 

تلخيص ما سبق:

، يكون لها حلّان حقيقيان مختلفان. عندما  أو 

ر. ، يكون لها حلّ مكرّ عندما  ، 

، يكون لها حلّان تخيليان مختلفان. عندما 

حلّ المسائل الآتية.

د طبيعة حلول المعادلات التربيعية الآتية. ١ حدّ

)جـ()ب( )أ( 

٢ أوجد مجموعة قيم الثابت  التي تجعل المعادلة التربيعية 

ين تخيليين مختلفين. ذات حلّ

د طبيعة حلول المعادلة التربيعية  ا. حدّ ا حقيقيًّ ٣ لتكن  ثابتً

Δ−+−−= ٢مسم٢س
٠≤٩٠م٣

(−)−(−−)≥ ٢م
٢م٤

٩٠م٣

−++≥ ٢م٣
٣٦٠م١٢

−−≤ ٢م٣
٣٦٠م١٢

−−≤ ٢م
١٢٠م٤

(+)(−)≤ ٦٠م٢م

−≤≤ ٦م٢

++−= ٠ك٣سك٢س

=−(−) ٢ك
ك٤٣

=+− ٢ك
١٢ك٤

=(−)(+) ٦ك٢ك

>٠(−)(+)> ٦٠ك٢ك

<− ٢ك<٦ك

=٠(−)(+)= ٦٠ك٢ك

=− ٦٢ك

<٠(−)(+)< ٦٠ك٢ك

−<< ٢ك٦

<− ٢ك<٦ك

=− ٦٢ك

−<< ٢ك٦

حاول

−+= ٢س٣
=−−٤٠س٥ ٢س٤

٢٠س٧

−+= ١٠س٢١٠س٢٥

=++−م ٢٠مسم٢٢س

=−+−أ ٣٠أ٢سأ٢س

ض  ،  ، عوّ

ز.  في المميّ

−=١أ= مب
=−− ٢مج

٩م٣

اعكس إشارة المتباينة.

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.
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٣-٦ — مميّز المعادلات التربيعية

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

د طبيعة حلول المعادلات التربيعية الآتية. ١ حدّ

)جـ( )ب( )أ( 

)و( )هـ( )د( 

٢ حلّ المسائل الآتية.

ا )أ( أوجد قيمة )قيم( الثابت  التي تجعل للمعادلة التربيعية  حلًّ

ا. رً مكرّ

)ب( أوجد مجموعة قيم الثابت  التي تجعل للمعادلة التربيعية 

ين تخيليين مختلفين. حلّ

)جـ( أوجد مجموعة قيم الثابت  التي تجعل للمعادلة التربيعية 

حلولًا حقيقية.

ي★ التحدّ

حلّ المسائل الآتية.

د طبيعة حلول المعادلة التربيعية  ا. حدّ ا حقيقيًّ )أ( لتكن  ثابتً

د طبيعة حلول المعادلة التربيعية ا. حدّ ا حقيقيًّ )ب( لتكن  ثابتً

د طبيعة حلول المعادلة التربيعية ا. حدّ ا حقيقيًّ )جـ( لتكن  ثابتً

تدريب

−+= ٢س
=+−٣٠س٥ ٢س٩

=+−٤٠س١٢ ٢س٤
٥٠س٨

−+= ٢س٤
=+−١٠س٤ ٢س

=−−٥٠س٣ ٢٠س٢س

=+(+)−أ ٤٠س١أ٢س

=−(+)+م ٠م٢س٦م٢س

=−+−م ٢س
٢م٢سم٢

٠م٣

=−+أ ٠أسأ٢س

ك

−(+)+= ٢٠كس٢ك٢س

أ

−(−)+−+= ٢س
أس١أ٢

٢
٤٠أ٣

١٢١



٣-٧ — العلاقة بين الجذرين والمعاملات )١(

٣-٧
الرياضيات

العلاقة بين الجذرين والمعاملات )١(
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموع وحاصل ضرب حلَّي المعادلة التربيعية 

. أوجد قيمة التعبيرات الآتية. ٢ لتكن  و حلَّي المعادلة التربيعية 

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

 ١

من العلاقة بين الجذور والمعاملات، مجموع الحلَّين هو 

وحاصل ضرب الحلَّين هو 

العلاقة بين الجذور والمعاملات!

، ا )جذرا(  هما  ،  عندما يكون حلّ

!. لًا قيمتَي  و لإيجاد قيم التعبيرات المتعلقة بحلول المعادلات التربيعية، أوجد أوّ

، وحلّ باستخدام العلاقة بين الجذور والمعاملات. د كتابة التعبير المعطى بدلالة  و أعِ

ا ما تُستخدم التحويلات الآتية. وعلى وجه الخصوص، كثيرً

ظ! لاحِ

++= ٠𝛼𝛽جسب٢سأ

+=− 𝛼𝛽
ب

أ

=𝛼𝛽
ج

أ
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+𝛼𝛽𝛼𝛽

+=(+)− 𝛼٢𝛽٢𝛼𝛽٢
٢𝛼𝛽

+=(+)−(+) 𝛼٣𝛽٣𝛼𝛽٣
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استعد
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𝛼
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𝛽
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طريقة الحل
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−
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=
٦

٣
٢

(−)
=−

٥

٣

٥

٣

م نواتج التعلّ

يستنتج العلاقات الرياضية بين

جذري المعادلة التربيعية

فها في حلّ ومعاملاتها، ويوظّ

المسائل الرياضية.

رات خاطئة تصوّ

الخلط بين المجموع وحاصل

ل بعض الطلاب الضرب: يبدّ

بينهما فيظنّون أن حاصل

. الضرب  والمجموع 

: يفترض وإهمال المعامل 

بعضهم أن الصيغتين  و

فحسب، فينسى القسمة على 

.

−
ب
أ

ج

أ
أ

جب−

أ

+=− 𝛼𝛽
ب
أ

=𝛼𝛽
ج

أ
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٣-٧ — العلاقة بين الجذرين والمعاملات )١(

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

 ٢

 ، 

)أ( 

)ب( 

)جـ( 

)د( 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموع وحاصل ضرب حلَّي المعادلة التربيعية 

. أوجد قيمة التعبيرات الآتية. ٢ لتكن  و حلَّي المعادلة التربيعية 

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

−−= ٢س٢
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٣
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٥

٢

حاول

+−= ٧٠س٢٢س٤

𝛼𝛽−+= ٣٠س٢٤س٢

+𝛼
٢

𝛽
٢

+𝛼
٣

𝛽
٣

+𝛽𝛼

𝛼𝛽
(−)(−) 𝛼١𝛽١

. لًا قيمتَي  و 𝛼𝛽𝛼𝛽+أوجد أوّ

ا من البسط والمقام في اضرب كلًّ

.٢

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٢٣



٣-٧ — العلاقة بين الجذرين والمعاملات )١(

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموع وحاصل ضرب حلَّي المعادلات التربيعية الآتية.

)جـ( )ب( )أ( 

. أوجد قيمة التعبيرات الآتية. ٢ لتكن  و حلَّي المعادلة التربيعية 

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

. أوجد قيمة التعبيرات الآتية. ٣ لتكن  و حلَّي المعادلة التربيعية 

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

ي★ التحدّ

. أوجد قيمة التعبيرات الآتية. لتكن  و حلَّي المعادلة التربيعية 

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

تدريب

++= =−−٢٠س٢س ٢س٣
=−٦٠س٧ ٢س٥
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𝛼𝛽−+= ٣٠س٢٦س٢

+ 𝛼٢𝛽𝛼𝛽٢(−) 𝛼𝛽٢
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٣-٨ — العلاقة بين الجذور والمعاملات )٢(

٣-٨
الرياضيات

العلاقة بين الجذور والمعاملات )٢(
)العلاقة بين الجذرين(

بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

إذا كان الفرق بين حلَّي المعادلة التربيعية  يساوي ٥، أوجد قيمة
الثابت  والحلَّين.

، يمكن التعبير عن الحلّ الآخر بـ لتكن إحدى حلَّي  هي 

من العلاقة بين الجذور والمعاملات:

 ...... )أ(

 ...... )ب(

بحلّ )ب( نجد  ، 

، من )أ(،  عندما 

كذلك، الحلّ الآخر في هذه الحالة هو 

، من )أ(،  عندما 

كذلك، الحلّ الآخر في هذه الحالة هو 

إذن،

، الحلّان هما  ،  عندما 

، الحلّان هما  ،  عندما 

في المسائل التي تكون فيها العلاقة بين الحلَّين معلومة، لتكن  هي أحد الحلَّين، وللآخر،!

. عبِّر عنه بدلالة 

ظ! لاحِ

𝛼

𝛼

استعد

−(−)−= ٦٠س١م٢س

م

طريقة الحل

−(−)−= ٦٠𝛼+𝛼٥س١م٢س

+(+)=− 𝛼𝛼١م٥

(+)=− 𝛼𝛼٥٦

=− 𝛼٣−٢

=− 𝛼٢م=٢

+=−+= 𝛼٥٢٥٣

=− 𝛼٠م=٣

+=−+= 𝛼٥٣٥٢

٢٣−٢م=

٣٢−٠م=

م نواتج التعلّ

يستنتج العلاقات الرياضية بين

جذري المعادلة التربيعية

فها في حلّ ومعاملاتها، ويوظّ

المسائل الرياضية.

ض  في )أ( لإيجاد عوّ
. الحلّ

=− 𝛼٢

ض  في )أ( لإيجاد عوّ
. الحلّ

=− 𝛼٣

١٢٥
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٣-٨ — العلاقة بين الجذور والمعاملات )٢(

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

١ إذا كان أحد حلَّي المعادلة التربيعية  يساوي ٣ أمثال الحلّ الآخر، أوجد

قيمة الثابت  والحلَّين.

٢ إذا كان الفرق بين حلَّي المعادلة التربيعية  يساوي ١، أوجد قيمة

الثابت  والحلَّين.

حلّ المسائل الآتية.

١ إذا كان أحد حلَّي المعادلة التربيعية  يساوي ٢ مثلَي الحلّ الآخر، أوجد

قيمة الثابت  والحلَّين.

٢ إذا كان أحد حلَّي المعادلة التربيعية  يساوي ٢ مثلَي الحلّ الآخر، أوجد

قيمة الثابت  والحلَّين.

٣ إذا كان الفرق بين حلَّي المعادلة التربيعية  يساوي ٤، أوجد قيمة

الثابت  والحلَّين.

٤ إذا كان الفرق بين حلَّي المعادلة التربيعية  يساوي ١، أوجد قيمة

الثابت  والحلَّين.

، أوجد قيمة الثابت  ٥ إذا كانت نسبة حلَّي المعادلة التربيعية  هي 

والحلَّين.

٦ إذا كان أحد حلَّي المعادلة التربيعية  هو مربّع الحلّ الآخر، أوجد قيمة

الثابت  والحلَّين.

ي★ التحدّ

للمعادلتين  و جذرٌ مشترك لا يساوي

. أثبت أنّ الجذرين الآخرين هما جذرا المعادلة التربيعية ا، و صفرً

. ، حيث 

حاول

−+= ٠كس٢٨س

ك

−(+)+= ٢٠س١م٢س

م

تدريب

++= ٠مس٢٦س

م

−+= ١٠سم٢س٨

م

++= ٢س
٠مس٦

م

++= ٣٠سم٢س٤

م

−+= م٠:٢٣مس٢٢س

−+= ٠كس٢٦س

ك

++= =++٠جبسأ٢س ٠أجسب٢س

ب≠أ

++= ٠≠ج٠بأسج٢س

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.
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٣-٩ — تحليل التعبيرات التربيعية إلى عوامل

٣-٩
الرياضيات

تحليل التعبيرات التربيعية إلى عوامل
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

بة. حلّل التعبيرات الآتية إلى عوامل على مجموعة الأعداد المركّ

)ب( )أ( 

)أ( بحلّ  باستخدام القانون التربيعي نجد أنّ 

إذن،

)ب( 

وبحلّ  نجد أنّ 

إذن، 

وبذلك، 

بة. حلّل التعبيرات الآتية إلى عوامل على مجموعة الأعداد المركّ

)جـ( )ب( )أ( 

، يمكن تحليلها إلى عوامل على النحو الآتي:! لتكن  و حلَّي 

ظ! لاحِ

𝛼𝛽++= ٠جسب٢سأ

++=(−)(−) 𝛽س𝛼سأجسب٢سأ
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طريقة الحل
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٣
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٣

+= ٢س
٣٠=±√ ٣تس
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٣تس٣تس٣

+−=(+)(−)(+√)(−√) ٤س
٢س٢

٣تس٣تس١س١س٣

حاول

++ +−٥س٢٢س −−١س٢٦س٢ ٢٦س٤س

م نواتج التعلّ

يحلّل المقادير التربيعية إلى

عواملها في مجموعة الأعداد

بة. المركّ

رات خاطئة تصوّ

ا ما : كثيرً نسيان معامل 

يحاول الطلاب تفكيك الحدّ

الأوسط بلا نظر إلى المعامل

. وافتراض أن كل الرئيسي 

تربيعية تُحلَّل بسهولة: يظنّ

بعضهم أن كل معادلة تربيعية

تُحلَّل إلى أعداد صحيحة،

هملين الحالات التي لا يكون مُ

ا. ا كاملً ز مربّعً فيها المميّ

٢س

أ

احرص على عدم نسيان المعامل

. ٢سأ الخاص بـ

احرص على عدم نسيان المعامل

. ٢س٢ الخاص بـ

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.
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٣-٩ — تحليل التعبيرات التربيعية إلى عوامل

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

بة. حلّل التعبيرات الآتية إلى عوامل على مجموعة الأعداد المركّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

ق★ ي — إجهاد كابل جسر معلّ التحدّ

مكان الصورة
جسر معلّق

وكابلاته

ا للإجهاد على ا، ويضع نموذجً قً ا معلّ م مهندس جسرً يصمّ

ر ، ويُعبَّ ف الإجهاد على مربّع الإزاحة  أحد كابلاته. ويتوقّ

عن اتزان القوى كلّها بالمعادلة الآتية:

ر ما تعنيه ، وفسّ حلّل المعادلة لتعيين القيم الممكنة لـ

هذه القيم في سياق ثبات الكابل تحت الحمل.

تدريب

++ ++٥س٢٤س ٢س٢٤س

−+ ٢س
+−٧س٤ ١س٢س٢

−+ ٢س٣
−−٣س٥ ٢س٢
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٣
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٣-١٠ — المعادلات التربيعية ذات الحلَّين المعطيين

٣-١٠
الرياضيات

المعادلات التربيعية ذات الحلَّين
المعطيين

بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

١ أنشئ معادلة تربيعية واحدة بمعاملات صحيحة لها العددان  و حلَّين لها.

٢ أوجد عددين مجموعهما  وحاصل ضربهما ٢

. أوجد معادلة تربيعية معامل  ٣ لتكن  ،  حلَّي المعادلة التربيعية 

فيها ١، لها  و حلَّين.

اها  و ١ لمعادلة تربيعية حلّ

مجموع الحلَّين: 

حاصل ضرب الحلَّين: 

إذن، إحدى هذه المعادلات هي:

٢ أنشئ معادلة تربيعية حلولها هما العددان. لتكن هذان العددان  ، 

ا  بمعنى آخر، العددان هما حلّ

بحلّ هذه المعادلة نجد 

إذن، العددان هما  ، 

معادلة تربيعية واحدة بحلَّين هما  ،  هي!

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

لم ن معادلة تربيعية إذا عُ يكوّ

جذراها.

إحدى المعادلات التربيعية التي
𝛼𝛽جذراها  و هي

−(+)+= 𝛼𝛽٠س٢𝛼𝛽س

اضرب طرفي المعادلة في ٢
ا لتصبح المعاملات أعدادً

صحيحة.

إحدى المعادلات التربيعية التي
𝛼𝛽جذراها  و هي

−(+)+= 𝛼𝛽٠س٢𝛼𝛽س

١٢٩



٣-١٠ — المعادلات التربيعية ذات الحلَّين المعطيين

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

، من العلاقة بين الجذور والمعاملات: ا  ٣ بما أنّ  ،  حلّ

 ...... )أ(

 ...... )ب(

لتكن المعادلة التربيعية المطلوبة 

، من العلاقة بين الجذور والمعاملات: وبما أنّ حلَّي هذه المعادلة التربيعية هما  ، 

إذن، المعادلة التربيعية المطلوبة هي 

حلّ المسائل الآتية.

١ أنشئ معادلة تربيعية واحدة لها العددان  و حلَّين.

٢ أوجد عددين مجموعهما وحاصل ضربهما كلاهما ١

. أوجد معادلة تربيعية واحدة لها  ٣ لتكن  ،  حلَّي المعادلة التربيعية 

و حلَّين.

𝛼𝛽+−= ٢س
٤٠س٢

+=− 𝛼𝛽٢

=− 𝛼𝛽٤

++= ٠جسب٢س

+𝛼٢+𝛽٢

=−{(+)+(+)} 𝛼٢𝛽٢ب

=−(++) 𝛼𝛽٤

=−(−+)=− ٢٤٢

=(+)(+) 𝛼٢𝛽٢ج

=+(+)+ 𝛼𝛽٢𝛼𝛽٤

=−+×(−)+=− ٤٢٢٤٤

−−= ٢س
٤٠س٢

حاول

ت٣٢−ت٣٢+

𝛼𝛽+−= ٣٠𝛼٢س٢س

𝛽٢

−=+من )أ(،  𝛼𝛽٢

−=+من )أ( و)ب(،  ، 𝛼𝛽٢

=− 𝛼𝛽٤

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٣٠



٣-١٠ — المعادلات التربيعية ذات الحلَّين المعطيين

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

١ أنشئ معادلة تربيعية واحدة لها العددان الآتيان حلَّين.

)جـ(  ، )ب(  ، )أ(  ، 

٢ أوجد عددين مجموعهما وحاصل ضربهما كما يأتي.

)ب( المجموع ٤، وحاصل الضرب ٢)أ( المجموع ٢، وحاصل الضرب ٥

. أوجد معادلة تربيعية واحدة لها ٣ لتكن  ،  حلَّي المعادلة التربيعية 

 و حلَّين.

. أوجد معادلة تربيعية واحدة لها ٤ لتكن  ،  حلَّي المعادلة التربيعية 

 و حلَّين.

. أوجد معادلة تربيعية بمعاملات ٥ لتكن  ،  حلَّي المعادلة التربيعية 

صحيحة لها  و حلَّين.

ي★ التحدّ

مكان الصورة
الشكل المقابل

من الأصل الإنجليزي

ي المعادلة التربيعية، في الشكل المقابل: إذا كان  و جذرَ

. فأنشئ معادلة تربيعية جذراها هما  و

تدريب

√+ت١٤−ت١٤+١٢− ٥٧

٣

−√ ٥٧

٣

𝛼𝛽++= ٣٠س٢٢س

+𝛼٣𝛽+٣𝛼𝛽

𝛼𝛽−+= ٧٠س٢٢س

𝛼٢𝛽٢

𝛼𝛽++= ٤٠س٢٣س٢

١

𝛼

١

𝛽

𝛼𝛽

١

𝛼

١

𝛽

١٣١



٣-١١ — إشارتا الحلَّين

٣-١١
الرياضيات

إشارتا الحلَّين
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

ان سالبان مختلفان، أوجد إذا كانت المعادلة التربيعية  لها حلّ
مجموعة قيم العدد الحقيقي 

زها. لتكن  ،  حلَّي هذه المعادلة التربيعية، و مميّ

من  ، 

إذن،  أو  ...... )أ(

من  ، 

إذن،  ...... )ب(

من  ، 

إذن،  ...... )جـ(

وبإيجاد المدى المشترك بين )أ( و)ب( و)جـ(،

نحصل على 

ن متباينات آنية! في المسائل التي تكون فيها إشارتا حلَّي المعادلة التربيعية معلومتين، كوِّ

لَّها. من الشروط وحُ

ان موجبان مختلفان:  ،  ،  )أ( حلّ

ان سالبان مختلفان:  ،  ،  )ب( حلّ

ان مختلفا الإشارة:  )جـ( حلّ

ظ! لاحِ

⇒>٠+> 𝛼𝛽٠>𝛼𝛽٠

⇒>٠+< 𝛼𝛽٠>𝛼𝛽٠

⇒<𝛼𝛽٠

استعد

−++= ٦٠مسم٢٢س

م

طريقة الحل

𝛼𝛽Δ

>٠(−)−××(+)> ٢م٢
٦٠م٤١

−−> ٢م٤
٢٤٠م٤

−−> ٦٠م٢م

(−)(+)> ٢٠م٣م

<− ٣م<٢م

+< 𝛼𝛽٠< ٠م٢

٠م>

>𝛼𝛽٠+> ٦٠م

>− ٦م

−<<− ٢م٦

م نواتج التعلّ

يستنتج العلاقات الرياضية بين

جذري المعادلة التربيعية

فها في حلّ ومعاملاتها، ويوظّ

المسائل الرياضية أو في دراسة

إشارتَي الجذرين )حلَّي المعادلة

التربيعية(.

أخطاء شائعة

من  يُكتب 

: هذا نسيانٌ فيُستنتج 

لإشارة السالب في الصيغة.

+< 𝛼𝛽٠−< ٠م٢

٠م<

ز  هنا. لا حاجة إلى المميّ

+=−= 𝛼𝛽
ب
أ

م٢

١٣٢
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٣-١١ — إشارتا الحلَّين

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

ان موجبان مختلفان، أوجد ١ إذا كانت المعادلة التربيعية  لها حلّ

مجموعة قيم العدد الحقيقي 

ي الإشارة، أوجد ا المعادلة التربيعية  مختلفَ ٢ إذا كان حلّ

مجموعة قيم العدد الحقيقي 

حلّ المسائل الآتية.

ان موجبان ١ إذا كانت المعادلة التربيعية  لها حلّ

مختلفان، أوجد مجموعة قيم العدد الحقيقي 

ي الإشارة، أوجد مجموعة ا المعادلة التربيعية  مختلفَ ٢ إذا كان حلّ

قيم العدد الحقيقي 

ان سالبان مختلفان، أوجد ٣ إذا كانت المعادلة التربيعية  لها حلّ

مجموعة قيم العدد الحقيقي 

ي — كفاءة إنتاج البطاريات★ التحدّ

مكان الصورة
مصنع بطاريات

ف معامل الكفاءة  على في مصنع لإنتاج البطاريات، يتوقّ

ج العلاقة بين الكفاءة والبارامتر . وتُنمذَ بارامتر تصميمي 

التصميمي بالمعادلة التربيعية:

ان حقيقيان مختلفان، فحلّل مجموعة إذا كان للمعادلة حلّ

ان موجبين، وهو ما قيم  في كل حالة: )أ( عندما يكون الحلّ

يمثّل مستويات كفاءة ناجحة للبطارية. )ب( عندما يكون

ا في الأداء. )جـ( عندما ان سالبين، وهو ما يمثّل إخفاقً الحلّ

ا، وهو ما يمثّل سلوكين ا والآخر سالبً يكون أحد الحلَّين موجبً

متعاكسين للبطارية )نجاح في حالة وإخفاق في أخرى(.

ل �� تأمّ

كيف يساعدك تحليل خصائص المعادلة — كمعرفة عدد جذورها أو علاقتها بمجموع الجذور

ا أعمق؟ ا، على فهم الرياضيات فهمً ا كاملً وحاصل ضربها — من دون حلّها حلًّ

حاول

+++= ٢٠مسم٢٢س

م

−(−)−−= ٤٠مس٣م٢س

م

تدريب

+(−)+−−= ٣٠م٢٥م٢س١م٢٢س

م

+−−= ٣٠كسك٢٤س

ك

+++= ٥٠ك٢سك٢س

ك

س

م

+(+)++= ٤٠مس١م٢س

م

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٣٣



٣-١٢ — نظرية الباقي )١(

٣-١٢
الرياضيات

نظرية الباقي )١(
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

ا ما يستعمل الباحثون نماذجَ انحدارٍ بكثيرات الحدود لتحليل في الاقتصاد والعلوم الاجتماعية، كثيرً
ر معدلات البطالة بمرور الزمن، أو كيف ؤ بها. فقد يدرس الاقتصاديون كيف تتغيّ الاتجاهات والتنبّ

ر كثيرات الحدود طريقةً مرنة لتقريب ل توزيع الدخل بين الفئات الاجتماعية المختلفة. وتوفّ يتحوّ

ا ؤ بالنتائج المستقبلية. نظرية الباقي: تتيح تقييم النموذج سريعً بة والتنبّ أنماط البيانات المركّ
. ونظرية العوامل: تساعد ؤ بالبطالة في السنة الخامسة بحساب  نة، كالتنبّ عند سنة معيّ

على تحديد اللحظة التي يبلغ فيها النموذج الصفر، كأن تهبط معدلات الفقر إلى الصفر.

م طريقةً سريعة لاختبار القيم وتبسيط الحسابات عند تحليل والقسمة التركيبية: تقدّ

مجموعات بيانات كبيرة.

ه: كيف تساعد مبرهنات كثيرات الحدود الاقتصاديين وعلماء الاجتماع على السؤال الموجِّ

ؤ بالاتجاهات المستقبلية بكفاءة؟ اختبار القيم والتنبّ

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد الباقي عند قسمة  على 

. ٢ إذا كان الباقي عند قسمة  على  هو ٤، أوجد قيمة 

. الباقي عند القسمة على  هو: ١ لتكن 

. الباقي عند القسمة على  هو: ٢ لتكن 

إذن، 

بحلّ هذه المعادلة نجد 

() ٥ف

نظرية الباقي!

الباقي عند قسمة كثير الحدود  على التعبير الخطي  هو 

الباقي عند قسمة كثير الحدود  على التعبير الخطي  هو 

مثال: الباقي عند قسمة  على  هو 

الباقي عند قسمة  على  هو 

ظ! لاحِ

() ()أس−سف أف

() −سف ()بسأ بف
أ

() ()٤س−سف ٤ف

() +سف (−)٣س٤ ف
٣

٤

استعد

−−+ ٤س٣
٣س٨

٢س٥
١٢− ٢س٣

+++ أ٣س+١س٢٣سأ٣س

طريقة الحل

()=−−+ ٤س٣سف
٣س٨

٢س٥
١٢− ٢س٣

()=×()−×()−×()+= ف
٢

٣
٣

٢

٣

٤

٨
٢

٣

٣

٥
٢

٣

٢

١٢٨

()=+++ ٢سأ٣سسف
٣س+١س٣

(−)=(−)+×(−)+×(−)+=− ٣٣ف
٣أ٣

٢
٣٥أ٣٣١٩

−= ٣٥٤أ٩

١٣أ=

٣

م نواتج التعلّ

يطبّق نظرية الباقي في قسمة

كثيرات الحدود بكفاءة.

ويستخدم نظرية الباقي في حلّ

ن دوال مسائل رياضية تتضمّ

كثيرات الحدود.

رات خاطئة تصوّ

الخلط في المقسوم عليه: قد

ض الطالب بالقيمة الخطأ، يعوّ

كأن يستعمل  بدل

.  مع 

٢س=

٢س=

٣
− ٢س٣

إذا كان

، فإنّ والباقي 

،
ومن ثَمّ

 لأنّ

.

()÷(−)=() سقأسسف
ر

()=()(−)+ رأسسقسف

()=()(−)+= ررأأأقأف

−= ٠أأ

ض  ٢س=عوّ

٣

ض  −=عوّ ٣س

١٣٤



٣-١٢ — نظرية الباقي )١(

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد الباقي عند قسمة  على 

. ٢ إذا كان الباقي عند قسمة  على  هو ١، أوجد قيمة 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد الباقي عند قسمة  على 

٢ أوجد الباقي عند قسمة  على 

٣ أوجد الباقي عند قسمة  على 

٤ أوجد الباقي عند قسمة  على 

. ، أوجد قيمة  ٥ إذا كان الباقي عند قسمة  على  هو 

. ٦ إذا كان الباقي عند قسمة  على  هو ٨، أوجد قيمة 

. ، أوجد قيمة  ا للقسمة على  ٧ إذا كان  قابلً

ي — نموذج توزيع الدخل★ التحدّ

مكان الصورة
توزيع الدخل
في مجتمع

ج باحثٌ توزيعَ الدخل في مجتمعٍ ما بكثير الحدود: يُنمذِ

حيث  عدد السنوات منذ استحداث سياسة اقتصادية

ا، يجب أن يكون ا ومستقرًّ جديدة. ولكي يكون النموذج صحيحً

، وهو ما يمثّل قيدَ عدالةٍ في ا للقسمة على  قابلً

النظام.

١. أوجد قيمة  التي تضمن قابلية القسمة.

ر لو كان المقسوم عليه ا: ما الذي يتغيّ ش رياضيًّ ٢. ناقِ

 بدلًا من ذلك؟ وكيف يؤثّر اختيار المقسوم عليه في

ا ؟ وهل يمكن أن يكون كثير حدود واحد قابلً القيم الممكنة لـ

ي في الوقت نفسه؟ وبأي للقسمة على أكثر من عامل خطّ

شروط؟

حاول

−+− −١س٢٤س٣٥س ١س٢

+++ ٢سأ٣س
أ٣س−١س٣

تدريب

+−− ٢س+٤س٢٣س٣٢س

+−+ ١س−٦س٢٥س٣٢س٣

−+− −٢س٢س٣س٦ ٢س٣

−−+ +٣س٢٤س٣٢س٤ ١س٢

−+− أ٢−١س+٤سأ٢س٣س

+−+ أ٣س+أس٢٥س٣٤س

−++ ٣س
٢س٣

أ٢س−أس٤

()=−++ ٦سأ٢س٣٣س٢سف

س

(+) ١س٢

أ

(+) ٢س

أ

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٣٥



٣-١٣ — نظرية الباقي )٢(

٣-١٣
الرياضيات

نظرية الباقي )٢(
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

، سم على  فكان الباقي  ، وقُ سم كثير الحدود  على  فكان الباقي  إذا قُ
فأوجد الباقي عند قسمة  على 

لتكن المحصلة  والباقي  عند قسمة  على 

وبما أنّ الباقي عند القسمة على  هو ٣، فإنّ 

)١( ...... 

، فإنّ  وبما أنّ الباقي عند القسمة على  هو 

)٢( ...... 

وبحلّ المعادلتين الآنيتين )١( و)٢( نجد  ، 

إذن، الباقي المطلوب هو 

!، سم  على تعبير تربيعي  إذا قُ

لتكن المحصلة  والباقي 

ر عنها بالصورة  وعبِّ

!.  تصير  عند التعويض بـ أو 

ظ! لاحِ

() (−)(−)سف 𝛽س𝛼س

() +سق بسأ

()=(−)(−)()++ بسأسق𝛽س𝛼سسف

(−)(−)() 𝛽س=𝛼س=٠سق𝛽س𝛼س

استعد

() ٥−٣س+١٣س−سف

() −+سف ٣س٢٢س

طريقة الحل

() +سق ()بسأ −+سف ٢س
٣س٢

()=(+−)()++ ٢سسف
بسأسق٣س٢

()=(−)(+)()++ بسأسق٣س١سسف

=()١س− ١٣ف

()=(−)(+)()++=+ بأبأ١ق١١١١٣ف

+= ٣بأ

−=(−)٥−٣س+ ٣٥ف

(−)=(−−)(−+)(−)−+=−+ بأ٣بأ٣٣ق٣٣١٣٣ف

−+=− ٥بأ٣

١ب=٢أ=

+ ١س٢

م نواتج التعلّ

يطبّق نظرية الباقي في قسمة

كثيرات الحدود بكفاءة.

ويستخدم نظرية الباقي في حلّ

ن دوال مسائل رياضية تتضمّ

كثيرات الحدود.

درجة الباقي يجب أن تكون أقلّ
من درجة المقسوم عليه.

حلّل المقسوم عليه التربيعي إلى
عوامل.

الحدّ  يساوي
.٠

(−)(+)() ١ق١١١٣

الحدّ 
. يساوي 

(−−)(−+)(−) ٣ق٣١٣٣

١٣٦

٠



٣-١٣ — نظرية الباقي )٢(

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

، سم على  فكان الباقي  ، وقُ سم كثير الحدود  على  فكان الباقي  إذا قُ
فأوجد الباقي عند قسمة  على 

حلّ المسائل الآتية.

سم على  فكان الباقي ، وقُ سم كثير الحدود  على  فكان الباقي  ١ إذا قُ

، فأوجد الباقي عند قسمة  على 

سم على  فكان الباقي ، وقُ سم كثير الحدود  على  فكان الباقي  ٢ إذا قُ

، فأوجد الباقي عند قسمة  على 

ي★ التحدّ

ا يساوي  عند قسمته ، ويعطي باقيً كثير الحدود  قابل للقسمة على 

. أوجد الباقي عند قسمة  على  على 

حاول

() ٧−٣س+٢٣س−سف

() −+سف ٦س٢س

تدريب

() ٢س+١٥س−سف

−١() (+)(−)سف ٢س١س

() ٣س+٢٤س−سف

−١١() −+سف ٦س٢س

() ٤−١س−سف

()٣س+ −+سف ٣س٢٢س

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٣٧



٣-١٤ — نظرية الباقي )٣(

٣-١٤
الرياضيات

نظرية الباقي )٣(
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

، و عند ا  عند قسمته على  كثير الحدود  يعطي باقيً
. أوجد الباقي عند قسمة  على  قسمته على 

لتكن المحصلة  والباقي  عند قسمة  على 

)١( ...... 

، . وبما أنّ الباقي  لتكن المحصلة  عند قسمة  على 

، ومن )١( كذلك   ، ومن ثَمّ

وبذلك،  ...... )٢(

. وبما أنّ وعلى المنوال نفسه، لتكن المحصلة  عند قسمة  على 

، الباقي 

. وبذلك،  ...... )٣( ، ومن )١( كذلك   ، ومن ثَمّ

وبحلّ المعادلتين الآنيتين )٢( و)٣( نجد  ، 

إذن، الباقي المطلوب هو 

!، سم  على تعبير تربيعي  إذا قُ

لتكن المحصلة  والباقي 

ر عنها بالصورة  وعبِّ

!.  تصير  عند التعويض بـ أو 

ظ! لاحِ

() (−)(−)سف 𝛽س𝛼س

() +سق بسأ

()=(−)(−)()++ بسأسق𝛽س𝛼سسف

(−)(−)() 𝛽س=𝛼س=٠سق𝛽س𝛼س

استعد

() +سف −−٦س٧ −٦س٢س ٣س٤

+− ()٣س٢٢س −+سف ٢س٢س

طريقة الحل

() +سق ()بسأ −+سف ٢س٢س

()=(+−)()++ بسأسق٢س٢سسف

=(+)(−)()++ بسأسق١س٢س

() ق
١

()س −−سف +٦س٢س ٦س٧

()=(−−)()++ ق٦س٢سسف
١

٦س٧س

=(+)(−)()++ ق٣س٢س
١

٦س٧س

(−)=−+=− +−=(−)٢١٤٦٨ف بأ٢٢ف

−+=− ٨بأ٢

() ق
٢

()س −+سف ٢س
٣س٢

− ٣س٤

()=(+−)()+− ٢سسف
ق٣س٢

٢
٣س٤س

=(−)(+)()+− ق٣س١س
٢

٣س٤س

()=−= +=()١٤٣١ف =+بأ١ف ١بأ

−=٣أ= ٢ب

− ٢س٣

م نواتج التعلّ

يطبّق نظرية الباقي في قسمة

كثيرات الحدود بكفاءة.

ويستخدم نظرية الباقي في حلّ

ن دوال مسائل رياضية تتضمّ

كثيرات الحدود.

درجة الباقي يجب أن تكون أقلّ
من درجة المقسوم عليه.

ع الدرس ١-٥:  +×=راجِ رخنم

١٣٨



٣-١٤ — نظرية الباقي )٣(

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

، و عند ا  عند قسمته على  كثير الحدود  يعطي باقيً
. أوجد الباقي عند قسمة  على  قسمته على 

حلّ المسائل الآتية.

، و ا  عند قسمته على  ١ كثير الحدود  يعطي باقيً

. أوجد الباقي عند قسمة  على  عند قسمته على 

، و عند ا  عند قسمته على  ٢ كثير الحدود  يعطي باقيً

. أوجد الباقي عند قسمة  على  قسمته على 

، و عند قسمته على ا  عند قسمته على  ٣ كثير الحدود  يعطي باقيً

. أوجد في هذه الحالة الباقي عند قسمة  على 

ي★ التحدّ

أوجد بالضبط ما سيكون عليه الباقي عند قسمة  على 

حاول

() +سف −−٢س٣ −٢س٢س ٦س٧

+− ()٣س٢٢س ٢١س−سف

تدريب

() −سف −−٢س٢ ٧س+−٣س٢٢س

()٢٤س− −−سف ٢س٢س

() +−٤س+−سف س٢٣س٢٣س

−+ ()٣س٢٤س +−سف ٦س٢٥س

() (+)٥س−سف ١س
٢

٦

()٢س− (−)(+)سف ١س
٢س٢

+ ١س+٥٧٥٧س

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٣٩



٣-١٥ — القسمة التركيبية

٣-١٥
الرياضيات

القسمة التركيبية
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

باستخدام القسمة التركيبية، أوجد المحصلة والباقي عند قسمة  على 

خطوات القسمة التركيبية

١ استخرج معاملات 

، اكتب  ٢ بما أنّ القسمة على 

٣ انقل الرقم الأول  كما هو، واضربه في  المكتوب على اليسار، واكتب الناتج في الصف

الثاني.

٤ اجمع الرقمين عموديًّا.

٤ حتى تمتلئ نهاية الصف الثالث من اليمين. ٣ و ر الخطوتين  ٥ كرّ

إذن، المحصلة والباقي المطلوبان هما:

المحصلة  ، الباقي 

ل استخدام القسمة التركيبية! ، يُسهِّ عند قسمة كثير الحدود على تعبير خطي 

إيجاد المحصلة والباقي.

ظ! لاحِ

أس−

استعد

++ ٢س+١١س٣٥س

طريقة الحل

++ ٣س
١١س٥

١٠٥١١

٢−٢س+

−٢١٠٥١١

٢−١

−٢١٠٥١١

−٢

٢−١

−٢١٠٥١١

−١٨−٢٤

٧−٢٩−١

−+ ٢س
٧−٩س٢

م نواتج التعلّ

يستخدم القسمة التركيبية في

تبسيط كثيرات الحدود

وقسمتها.

رات خاطئة تصوّ

نسيان إدراج معامل يساوي

ا للحدود المفقودة )كحدّ صفرً

(. والخلط بين معاملات

المحصلة والباقي.

٢س

، فإنّ بما أنه لا يوجد حدّ 

معامله يساوي ٠.

٢س

، اكتب عند القسمة على 

قيمة  على اليسار.

أس−

أ

من اليمين إلى اليسار: الباقي، ثم
الحدّ الثابت للمحصلة، ثم معامل

، … ، ثم ، ثم معامل 

. معامل 

٢سس

نس

١٤٠



٣-١٥ — القسمة التركيبية

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

ي الحدود الآتيين باستخدام القسمة التركيبية، أوجد المحصلة والباقي عند قسمة  على  لكثيرَ
.  و

)ب(  ،)أ(  ، 

ي الحدود الآتيين باستخدام القسمة التركيبية، أوجد المحصلة والباقي عند قسمة  على  لكثيرَ
.  و

)ب(  ،)أ(  ، 

)د(  ،)جـ(  ، 

ي★ التحدّ

كثير الحدود  له جزء مقطوع أفقيّ عند

. . أوجد الأجزاء المقطوعة الأخرى لـ ف   بتضاعُ

حاول

نم
نم

=+− −=٦س٣٥سم −−−=١سن ١س٢٣س٣٥س٣م

=− ٣سن

تدريب

نم
نم

=−+ −=٦س٣٥سم −−+=٢سن ٣س٢س٣٢سم

=− ١سن

=−+ −=٢س٢٢س٤م −−+=١سن ١٢س٣٢س٤٥س٣م

=+ ٢سن

()=−−+− ٣س٢١٢س٣١١س٤٤س٤سف

س=
١

٢
٢() سف

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٤١



٣-١٦ — نظرية العوامل

٣-١٦
الرياضيات

نظرية العوامل
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّل التعبيرات الآتية إلى عوامل.

)ب( )أ( 

)أ( لتكن 

، بقسمة  على 

التحليل باستخدام نظرية العوامل!

، يمكن تحليله بالصورة ا للقسمة على التعبير الخطي  إذا كان كثير الحدود  قابلً

.

في التحليل باستخدام نظرية العوامل، أوجد قيمة  بحيث يكون !

يسهل إيجاد قيم  بتعويض ±)مقسومات الحدّ الثابت( بالترتيب.

 ، ض  ،   عوّ  ،  ، مثال: مقسومات الحدّ الثابت ٦ في  هي 
،  بالترتيب.  ،

ظ! لاحِ

() أس−سف

()=(−)() سقأسسف

=()أ ٠أف

أ

+++ ٣س
٢س٣

٢±١±⇒٦١٢٣٦س٢

±٦±٣

استعد

+−− −++−٢س٢س٣٢س ١٦س٢٨س٣٨س٤٦س

طريقة الحل

()=+−− ٣سسف
٢س٢س٢

()=+×−−= ١١ف
٣

٢١
٢

١٢٠

() ١س−سف

()=(−)(++) ٢س١سسف
٢س٣

=(−)(+)(+) ٢س١س١س

م نواتج التعلّ

يطبّق نظرية العوامل في تحليل

كثيرات الحدود إلى عواملها.

 هي المحصلة عند قسمة

.  على 

() سق

() أس−سف

ض ، عوّ بما أنّ الحدّ الثابت هو 

،  بالترتيب.

−٢

±٢±١

يمكن تحليلها على الصورة

. ()=(−)(…) ١سسف

استخدم القسمة التركيبية.

حلّل الجزء التربيعي إلى عوامله.

١٤٢



٣-١٦ — نظرية العوامل

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

)ب( لتكن 

، بقسمة  على 

لتكن 

، بقسمة  على 

إذن، 

حلّل التعبيرات الآتية إلى عوامل.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

()=−++− ٤سسف
٣س٦

٢س٨
١٦س٨

()=−×+×+×−= ٢٢ف
٤

٦٢
٣

٨٢
٢

٨٢١٦٠

() ٢س−سف

()=(−)(−+) ٣س٢سسف
٢س٤

٨

()=−+ ٣سسق
٢س٤

٨

()=−×+= ٢٢ق
٣

٤٢
٢

٨٠

() ٢س−سق

()=(−)(−−) ٢س٢سسق
٤س٢

()=(−)(−)(−−) ٢س٢س٢سسف
٤س٢

=(−)(−−) ٢س
٢س٢

٤س٢

حاول

−−+ −−−٦س٢٥س٣٢س ٢٠س٢١٦س٣س

−−− −−−٢س٢٥س٣س٢ ٢س٢س٣٣س٢

+−++ +−+−٤٢س٢١٣س٣٢٧س٤٣س ٣س٢٨س٣٨س٤٤س

،  … بالترتيب.  ، ض  ٤±٢±١±عوّ

حلّل الجزء التكعيبي إلى عوامله
باستخدام نظرية العوامل.

،  … بالترتيب.  ، ض  ٤±٢±١±عوّ

الجزء التربيعي لا يمكن تحليله أكثر
من ذلك، لذا اترك الإجابة كما هي.

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٤٣



٣-١٦ — نظرية العوامل

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّل التعبيرات الآتية إلى عوامل.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

)ي( )ط( 

)ل( )ك( 

)ن( )م( 

)ع( )س(

)ص( )ف( 

ي★ التحدّ

. وبما لتكن  كثير الحدود المعرَّف بـ

: ا من  و عاملٌ لـ أنّ كلًّ

. ١. أوجد القيمتين الدقيقتين للثابتين  و

٢. ثم عيِّن جميع جذور المعادلة 

ل �� تأمّ

كيف يساعدنا تفكيك كثيرات الحدود إلى عوامل على فهم الرياضيات والأنظمة الواقعية

ا أعمق؟ فهمً

تدريب

−− −++٦س٣٧س ٦س٢س٣٤س

+++ ٣س
٢س٦

+−٦س١١ ٣س
٢س٣

+−− ٢س٣س
−−−١٢س٨ ٣س

٢س٣
٥س٩

−−+ +−+٢س٢٣س٣٣س٢ ٤س٢٨س٣س٣

+++ ++−٣س٢٨س٣٧س٢ ٦س٢٣س٣٧س٢

++− +−٤س٢٢س٣٤س ٢٢س٣٣س

−+−+ −+−−٢٤س٢٥٠س٣٣٥س٤١٠س ١٠س٢١٧س٣٣س٤٥س

−−++ ٤س٢
٣س٥

٢س٢٠
٤٨س٢٠

−−+− ٦س٢١٣س٣٤س٤٤س

−++− ٤س
٣س٤

٢س٣
−++−٦س٢ ٢س٢س٣س٤س

() +++−=()سف ١٢سب٢سأ٣س٤٣سسف

(−) (+)١س ()٢س سف

بأ

()= ٠سف

١٤٤



٣-١٧ — المعادلات ذات الدرجة العالية

٣-١٧
الرياضيات

المعادلات ذات الدرجة العالية
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

المفهوم ٣  ·  المعادلات ذات الدرجة العالية

في الهندسة الطبية الحيوية، تتطلّب نمذجةُ البنى الفيزيائية تجاوزَ
حة والقطوع المكافئة البسيطة. فعندما المستقيمات المسطّ

جون سرعة سريان امات قلبٍ صناعية، أو يُنمذِ م الباحثون صمّ يصمّ

ا غير بً ا مركّ رً ر ديناميكا المائع تغيّ الدم في شريان متضيّق، تتغيّ
ج هذه الظواهر بمعادلات كثيرات الحدود التكعيبية ي. وتُنمذَ خطّ

وذوات الدرجات الأعلى.

ا فحسب، تستطيع المعادلة ا واحدً ةً واحدة أو قاعً ج قمّ ا للمعادلات التربيعية التي تُنمذِ وخلافً

ا )كنبضة القلب(، ثم ا مفاجئً التكعيبية أن تُمسك بنظامٍ يبدأ من خطّ أساس، ثم يشهد اندفاعً
ا إلى الاتزان. يستقرّ راجعً

د نقاط تيح لنا الخصائص الجبرية للمعادلات التكعيبية — كتعدّ ه: كيف تُ السؤال الموجِّ
ةٍ أكبر ج الأنظمة بدقّ نمذِ رة، والجذور التكعيبية للواحد — أن نُ الانعطاف، والجذور المتكرّ

تيحه المعادلات التربيعية؟ مما تُ

بة! ا  حلًّا عند النظر فيها ضمن نطاق الأعداد المركّ معادلة من الدرجة  لها دائمً

رة(. )باستثناء حالات الحلول المتكرّ

كيفية حلّ المعادلات التكعيبية والمعادلات من الدرجة الرابعة!

١ حلّل إلى عوامل

• للمعادلات التكعيبية: إذا أمكن تحويلها إلى   استخدم

  : وإلّا  استخدم نظرية العوامل.

• للمعادلات من الدرجة الرابعة: إذا كانت تحتوي على حدود  و والحدود الثابتة فقط 
ل  كوحدة واحدة. عامِ

  : وإلّا  استخدم نظرية العوامل.

٢ أوجد الحلول

• حلول  هي  ،  ، 

ر تحليل  إلى عوامل  ، إذا تعذّ • وبالنسبة لـ

استخدم قانون الدرجة الثانية.

الحلول في هذه الحالة هي  ، 

ظ! لاحِ

نن

+= ٣أ٣س
٠⇒

+=(+)(−+) ٢أسأ٢سأس٣أ٣س

⇒

٢س٤س
⇒

٢س

⇒

(−)(−)(−)= 𝛼𝛽𝛾س=𝛾٠س𝛽س𝛼س

(−)(++)= ++٠جسب٢سأأس ⇒جسب٢سأ

أس=
−±√− جأ٢٤بب

أ٢

م نواتج التعلّ

يحلّ المعادلات ذات الدرجة

العالية.

١٤٥



٣-١٧ — المعادلات ذات الدرجة العالية

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المعادلات الآتية.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)أ( 

إذن، الحلول المطلوبة هي  ، 

)ب( 

إذن، الحلول المطلوبة هي  ،  ، 

)جـ( 

 ، أو 

إذن، الحلول المطلوبة هي  ، 

)د( 

إذن، الحلول المطلوبة هي  ، 

حلّ المعادلات الآتية.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و()هـ( 

استعد

−= =+−−٣٨٠س ٦٠س٢٥س٣٢س

−−= ٤س
٢س٧

١٨٠−++−= ٤س
٣س٦

٢س٨
١٦٠س٨

طريقة الحل

−= ٣س
٨٠

(−)(++)= ٢س٢س
٤٠س٢

ت١٣√±−٢س=

−−+= ٣س
٢س٢

٦٠س٥

(−)(−−)= ٦٠س٢س١س

(−)(−)(+)= ٢٠س٣س١س

٢−١٣س=

−−= ٤س
٢س٧

١٨٠

()−−= ٢٢س
٢س٧

١٨٠

(−)(+)= ٢س
٢س٩

٢٠

٢س=
٩=− ٢س

٢

=± ت٢√±٣س

−++−= ٤س
٣س٦

٢س٨
١٦٠س٨

(−)(−+)= ٣س٢س
٢س٤

٨٠

(−)(−−)= ٢س
٢س٢

٤٠س٢

√±٢س= ١٥

حاول

=− ٣س
١+−+= ٢س٣س٣

٤٠س٨

−−−= ٣س٢
=−−−٢٠س٢س٣ ٢س٣س

٢٠٠س١٦

−+= ٢٤٠س٤٥س

−+−+= ٢٤٠س٢٥٠س٣٣٥س٤١٠س

استخدم

+=(+)(−+) ٢أسأ٢سأس٣أ٣س

بما أنّ  لا يمكن
تحليله إلى عوامل، أوجد الحلول

باستخدام قانون الحلّ العام.

++ ٢س
٤س٢

بما أنّ القوانين لا يمكن تطبيقها،
استخدم نظرية العوامل.

حلّل الجزء التربيعي إلى عوامله.

بما أنها معادلة من الدرجة

الرابعة تحتوي على  و

لها بمعاملة والحدود الثابتة، حلّ

 كوحدة واحدة.

٢س٤س

٢س

حلّ كل معادلة تربيعية.

استخدم نظرية العوامل.

حلّل الجزء التكعيبي إلى عوامله.

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٤٦



٣-١٧ — المعادلات ذات الدرجة العالية

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المعادلات الآتية.

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

)و( )هـ( 

)ح( )ز( 

)ي( )ط( 

)ل( )ك( 

)ن( )م( 

)ع()س( 

)ف( 

ان مياه★ ي — اتزان خزّ التحدّ

لات ان بمعدّ . يدخل الماء إلى الخزّ ان مياه منزليّ لديك خزّ

ف على لات أخرى، وكلّها تتوقّ مختلفة ويخرج منه بمعدّ

: الداخل )زيادة الماء(  مستوى الضغط 

. ولكي يبقى مستوى الماء ، والخارج )نقص الماء( 

ا: ا تمامً ان ثابتً في الخزّ

ر عن التوازن بين الداخل والخارج. ١. اكتب المعادلة التي تُعبّ

ا. لّ المعادلة لإيجاد قيم  التي تُبقي مستوى الماء ثابتً ٢. حُ

ا حقيقية فحسب، أم أن د ما إذا كانت الحلول أعدادً ٣. حدّ

ا. بة أيضً هناك حلولًا مركّ

تدريب

−=٣٢٧س= ٣١٢٥س

= ٣س٨
١+++= ٣س

٢س٦
٦٠س١١

+−−= ٣س
٢س٣

=+−−١٢٠س٤ ٣س٣
٢س٢

٢٠س٣

−−= =−++٢٤٠س٣س ٤٠س٢٢س٣٤س

−+−= =−−+١٠٠س٢٩س٣٤س ١٢٠س٢٨س٣س

+++= =+++٣٠س٢٨س٣٧س٢ ٨٠س٢١٢س٣٦س

−−= =−−٢٣٦٠س٤٥س ٢٢٧٠س٤٦س

−−= ٢٢٠س٤س

−+−+= ٤س
٣س٩

٢س٢٩
١٨٠س٣٩

−++−= ٤س
٣س٤

٢س٣
٦٠س٢

++س س٢س٤س

٣٢س+

س

١٤٧



٣-١٨ — تعيين المعادلة التكعيبية

٣-١٨
الرياضيات

تعيين المعادلة التكعيبية
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

، فأوجد قيمتَي العددين إذا كان للمعادلة التكعيبية  الحلُّ 
، وأوجد كذلك الحلَّين الآخرين. الحقيقيين  و

، بما أنّ  حلٌّ

إذن،

وبحلّ هذا نجد  ، 

وفي هذه الحالة تصير المعادلة الأصلية 

وبتحليل الطرف الأيمن نحصل على 

إذن،  أو 

تلخيص ما سبق:

، والحلّان الآخران هما  أو   ، 

حلّ المسائل الآتية.

، فأوجد قيمتَي ان  و ١ إذا كان للمعادلة التكعيبية  الحلّ

، وأوجد كذلك الحلّ الآخر. العددين الحقيقيين  و

، فأوجد قيمتَي ٢ إذا كان للمعادلة التكعيبية  الحلُّ 

، وأوجد كذلك الحلَّين الآخرين. العددين الحقيقيين  و

عند إعطاء حلٍّ لمعادلة تكعيبية، احسب بالتعويض بالحلّ في المعادلة المعطاة.!

ظ! لاحِ

استعد

+++= ت٢+٥٠سب٢سأ٣س

بأ

طريقة الحل

=+ ت٢س

(+)+(+)+(+)+= ٥٠ت٢ب٢ت٢أ٣ت٢

(++)+(++)= ٠ت١١بأ٧٤ب٢أ٣

++= ٧٠ب٢أ٣

++= ١١٠بأ٤

=− ١ب=٣أ

−++= ٣س
٥٠س٢س٣

(+)(−+)= ٢س١س
٥٠س٤

=− ت٢±١س

=− −=١ب=٣أ ت٢−١س

حاول

+++= ٣١−٠بسأ٢س٣٤س

بأ

++−= ت١+٤٠سب٢سأ٣س

بأ

م نواتج التعلّ

يحلّ المعادلات ذات الدرجة

ن معادلات العالية، ويكوّ

تكعيبية بناءً على معطيات

عطاة. مُ

. ض بالحلّ عوّ

. لها إلى الصورة  تبأ+حوّ

قارِن الجزأين الحقيقي والتخيلي
في الطرفين )انظر ٣-١(.

بما أنّ القوانين لا يمكن تطبيقها،
استخدم نظرية العوامل.

ت٢+لا تُدرِج  في الإجابة.

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٤٨



٣-١٨ — تعيين المعادلة التكعيبية

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

حلّ المسائل الآتية.

، فأوجد قيمتَي ان  و ١ إذا كان للمعادلة التكعيبية  الحلّ

، وأوجد كذلك الحلّ الآخر. العددين الحقيقيين  و

، فأوجد قيمتَي ان  و ٢ إذا كان للمعادلة التكعيبية  الحلّ

، وأوجد كذلك الحلّ الآخر. العددين الحقيقيين  و

، فأوجد ٣ إذا كان أحد حلول المعادلة التكعيبية  هو 

، وأوجد كذلك الحلَّين الآخرين. قيمة العدد الحقيقي 

، فأوجد قيمتَي ٤ إذا كان للمعادلة التكعيبية  الحلُّ 

، وأوجد كذلك الحلَّين الآخرين. العددين الحقيقيين  و

، فأوجد قيمتَي ٥ إذا كان للمعادلة التكعيبية  الحلُّ 

، وأوجد كذلك الحلَّين الآخرين. العددين الحقيقيين  و

ي★ التحدّ

، فأوجد قيمتَي إذا كان للمعادلة التكعيبية  الحلُّ 

، وأوجد كذلك الحلَّين الآخرين. العددين الحقيقيين  و

تدريب

−−+= ١٢−٠بس٢سأ٣س

بأ

++−= ٨٠١٢سب٢سأ٣س

بأ

−+(−)−= ٢٤٠٢س١ك٢٣سك٣س

ك

++−= ت١٣−٢٠٠سب٢سأ٣س

بأ

+++= ت١٢+١٠٠سب٢سأ٣س

بأ

++= ت١٢√+٠بسأ٣س

بأ

١٤٩



٣-١٩ — الجذور التكعيبية للواحد

٣-١٩
الرياضيات

الجذور التكعيبية للواحد
بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

لتكن  أحد الجذور التكعيبية التخيلية للواحد، أوجد قيمة التعبيرات الآتية.

)جـ( )ب( )أ( 

)أ( 

)ب( 

)جـ( 

لتكن  أحد الجذور التكعيبية التخيلية للواحد، أوجد قيمة التعبيرات الآتية.

)جـ( )ب( )أ( 

١ لتكن  أحد الجذور التكعيبية التخيلية للواحد، أوجد قيمة التعبيرات الآتية.

)جـ( )ب( )أ( 

ا تكعيبيًّا للواحد. وأحد هذه الجذور الذي هو! ى جذرً العدد الذي يساوي  عند تكعيبه يُسمّ

ز إليه بـ )أوميجا(. عددٌ تخيلي يُرمَ

 يمتلك الخصائص الآتية:!

!. لًا  لتخفيض درجة  ، استخدم أوّ في الحسابات التي تُستخدم فيها 

، استخدم  لإيجاد قيمة التعبير. بعد ذلك، إذا بقي  و

ظ! لاحِ

١

𝜔

𝜔

=𝜔
٣

١

++= 𝜔
٢

𝜔١٠

𝜔=𝜔
٣

١𝜔

𝜔
٢

𝜔++= 𝜔
٢

𝜔١٠

استعد

𝜔

𝜔
٩

+𝜔
٤

𝜔
٥

+𝜔
١

𝜔

طريقة الحل

=()== 𝜔
٩

𝜔
٣٣

١
٣

١

+=×+×=+=− 𝜔
٤

𝜔
٥

𝜔𝜔
٣

𝜔
٢

𝜔
٣

𝜔𝜔
٢

١

+=
+

=
−

=− 𝜔
١

𝜔

𝜔٢١

𝜔

𝜔

𝜔
١

حاول

𝜔

𝜔
٢٠١٠+𝜔

٢
𝜔(+)(+) ١𝜔١𝜔

٢

تدريب

𝜔

𝜔
٣++ 𝜔

٢
𝜔

٤
𝜔

٦++
١

𝜔

١

𝜔٢
١

م نواتج التعلّ

يوجد الجذور التكعيبية للواحد،

ها في تبسيط ويطبّق خواصّ

المقادير الجبرية.

ي★ التحدّ

أوجد قيمة التعبير الآتي دون فكّ

: الأقواس مباشرةً

(−+)(+−) ١𝜔𝜔
٢

١𝜔𝜔
٢

𝜔=بما أنّ  ،  
٣

١−= 𝜔
٣

١٠⇒

(−)(++)= 𝜔١𝜔
٢

𝜔١٠

=++١≠𝜔وبما أنّ  ،  𝜔
٢

𝜔١٠

ئ  لاستخدام  𝜔أنشِ
٣=𝜔

٣
١

=++بما أنّ  ، 𝜔
٢

𝜔١٠

+=− 𝜔𝜔
٢

١

=++بما أنّ  ، 𝜔
٢

𝜔١٠

+=− 𝜔
٢

١𝜔

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٥٠



رة ٣-٢٠ — المعادلة التكعيبية ذات الجذور المتكرّ

٣-٢٠
الرياضيات

المعادلة التكعيبية ذات الجذور
رة المتكرّ

بة والمعادلات الفصل الثالث  الأعداد المركّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

ا. رً ا مكرّ أوجد قيمة الثابت  بحيث  جذرً

لتكن  ...... )١(

إذن، 

ا عندما: رً ا مكرّ   جذرً

ا. رً ا مكرّ ا، أو  جذرً  تملك  حلًّ

ض  في  ]١[ عوّ

وبحلّ هذا نجد 

ق الشرط. ، وهذا يحقّ وفي هذه الحالة تصير )١( 

ز هذا التعبير: ا، لتكن  مميّ رً ا مكرّ ]٢[ عندما تملك  جذرً

وبحلّ هذا نجد 

ق الشرط. ، وهذا يحقّ وفي هذه الحالة تصير )١( 

إذن، قيم  المطلوبة هي  ، 

ا باستخدام نظرية! رً ا مكرّ لّ مسألةُ تحديد معادلةٍ بحيث تملك معادلةٌ تكعيبية جذرً تُحَ

. لًا لتحليل التعبير التكعيبي المعطى إلى الصورة  العوامل أوّ

ا.! رً ا مكرّ هناك حالتان تملك فيهما  جذرً

ا:  عوّض  في  • إذا كان  تملك  حلًّ

ا:  أوجد الشرط الذي يجعل المميّز  لـ رً ا مكرّ • إذا كان  يملك جذرً

 يساوي 

ظ! لاحِ

(−)(++) جسب٢سأس

(−)(++)= ٠جسب٢سأس

++= =++أس=⇒أس=٠جسب٢س ٠جسب٢س

++= Δ⇒٠جسب٢س

++= ٠٠جسب٢س

استعد

=+(−)+−أ   ٠أس٣أ٢س٣٢س

طريقة الحل

()=−+(−)+ ٣سسف
أس٣أ٢س٢

(−)= ١٠ف

()=(+)(−+) ٢س١سسف
أس٣

(+)(−+)= ٢س١س
٠أس٣

−+= ٢س
−=٠أس٣ =+−١س ٢س

٠أس٣

=− =+−١س ٢س
٠أس٣

(−)−×(−)+= ١
٢

٠أ٣١

=− ٤أ

(+)(−)= ١س
٤٠س٢

−+= ٢س
٠Δأس٣

=(−)−××= Δ٣
٢

٠أ٤١

٩أ=

٤

(+)(−)= ٣س١س

٢

٢

٠

−=أ ٤أ
٩

٤

م نواتج التعلّ

يحلّ المعادلات التكعيبية ذات

رة. الجذور المكرّ

حلّل

 إلى

عوامل باستخدام نظرية العوامل.

−+(−)+ ٣س
أس٣أ٢س٢

إذا كان  فلها
.  كحلّ

−+= ٢س
٠أس٣

=− ١س

١٥١

للمعادلة یكون 

لها

لها



رة ٣-٢٠ — المعادلة التكعيبية ذات الجذور المتكرّ

بة والمعادلات الفصل الثالث — الأعداد المركّ

ر. أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون لـ جذرٌ مكرّ

حلّ المسائل الآتية.

ر. ١ أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون لـ جذرٌ مكرّ

ر. ٢ أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون لـ جذرٌ مكرّ

ر. ٣ أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون لـ جذرٌ مكرّ

ي★ التحدّ

أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون لـ جذرٌ

ر. مكرّ

ل �� تأمّ

( حلولٌ حقيقية. فلماذا يكون للمعادلة قد لا يكون للمعادلة التربيعية )مثل 

ا؟ وما الذي يكشفه هذا ( حلٌّ حقيقي واحد على الأقلّ دائمً التكعيبية )مثل 

عن سلوك هذين النوعين من المعادلات؟

حاول

=+(−)+−أ ٠أس٢أ٢س٣س

تدريب

=−(+)+−أ ٠أس٦أ٢س٣٧س

=−−(+)+(+)−أ ٢س١أ٣س
٥٠أ٢س٥أ٣

=−+(−)−(−)+أ ٦٠أس٢أ٢٣س١أ٣٢س

=+−(−)+(−)+أ ٣٠أ٢س٣أ٢س١أ٣س

+= ٢س
١٠

++= ١٠س٣س

تعاون مع زميل

تعاون مع مجموعتك في حلّ

شوا قسم »حاول« ثم ناقِ

الإجابة.

١٥٢



 — التقسيم الداخلي والخارجي على خط الأعداد

الرياضيات

 على خط

الأعداد
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

المفهوم ١ · أساسيات الهندسة الإحداثية

ل، اح لعملية جراحية روبوتية محدودة التوغّ ط الجرّ عندما يخطّ

ة مسألة حياة أو موت. فذراع الروبوت تشقّ طريقها فى تصير الدقّ

فراغ ثلاثى الأبعاد داخل جسم الإنسان لتصل إلى ورم بعينه،

وعليها ألّا تتلف الأنسجة السليمة المحيطة أو الأوعية الدموية أو
اسة. النهايات العصبية الحسّ

ولتحقيق ذلك، ترسم برمجيات التصوير الطبى تشريح المريض على شبكة إحداثية دقيقة. ويُسنَد إلى

كل معلم تشريحى وموضع شقٍّ وطرف أداة جراحية عنوانٌ عددىٌّ مضبوط من الإحداثيات. وبتتبّع هذه
د النظام الجراحى المسارات المثلى والمسافات ونقاط منتصف الحدود المواضع الرياضية، يحدّ

اللازمة لتنفيذ الإجراء بأمان.

م ه: كيف يتيح لنا تمثيل الفراغ المادى على شبكة من الأعداد أن نقسّ السؤال الموجِّ
دة؟ ك بأمان فى بيئات مادية معقّ ة، ونجد مواضع الاتزان، ونتحرّ المسارات بدقّ

ى  إحداثى! . فى هذه الحالة، يُسمّ على خط الأعداد، يقابل عدد حقيقى واحد  النقطةَ 

. ز النقطة  ذات الإحداثى  بالرمز  ، وتُرمَ النقطة 

المسافة  بين نقطتين  و على خط الأعداد تُعطى بالعلاقة!

، يُقال إنّ النقطة ! إذا كانت النقطة  على القطعة المستقيمة  بحيث 

. تقسم القطعة المستقيمة  داخليًّا بالنسبة 

، يُقال إنّ! إذا كانت النقطة  على امتداد القطعة المستقيمة  بحيث 

. النقطة  تقسم القطعة المستقيمة  خارجيًّا بالنسبة 

بالنسبة للقطعة المستقيمة  التى تصل بين نقطتين  و على خط الأعداد:!

ا بالنسبة  هو )١( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  داخليًّ

ا بالنسبة  هو )٢( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  خارجيًّ

:) ا بنسبة  )٣( إحداثى نقطة المنتصف  هو )إذ تقسم القطعة  داخليًّ
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الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

، أوجد المسافات أو الإحداثيات الآتية. لنقطتين  و

)أ( المسافة  بين النقطتين.

ا بالنسبة  )ب( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  داخليًّ

ا بالنسبة  )جـ( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  خارجيًّ

. )د( إحداثى نقطة المنتصف  من القطعة 

)أ( 

)ب(

   إذن، 

)جـ(

   إذن، 

)د(

   إذن، 

، أوجد المسافات أو الإحداثيات الآتية. لنقطتين  و

)أ( المسافة  بين النقطتين.

ا بالنسبة  )ب( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  داخليًّ

ا بالنسبة  )جـ( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  خارجيًّ

. )د( إحداثى نقطة المنتصف  من القطعة 

حلّ المسائل الآتية.

، أوجد المسافات أو الإحداثيات الآتية. ١ لنقطتين  و

)أ( المسافة  بين النقطتين.

ا بالنسبة  )ب( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  داخليًّ

ا بالنسبة  )جـ( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  خارجيًّ

. )د( إحداثى نقطة المنتصف  من القطعة 

، أوجد المسافات أو الإحداثيات الآتية. ٢ لنقطتين  و

)أ( المسافة  بين النقطتين.

ا بالنسبة  )ب( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  داخليًّ

ا بالنسبة  )جـ( إحداثى النقطة  التى تقسم القطعة  خارجيًّ

. )د( إحداثى نقطة المنتصف  من القطعة 
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 — القسمة الداخلية والخارجية على خط الأعداد

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

ى★ التحدِّ

البنية التحتية لمختبر أبحاث تحت السطح

ل فريق من علماء الأحياء البحرية موئل أبحاث يشغّ

ا على جدار خندق بحرى رأسى مستقيم. تً ا مثبَّ غاطسً

ع المواضع على هذا الجدار السحيق، يستعملون ولتتبّ

ا بالكيلومترات جً ا أحادى البعد مدرَّ ا مرجعيًّ محورً

. منسوبًا إلى مستوى سطح البحر  كم

تتان على جدار وتوجد الآن كبسولتا رصد رئيسيتان مثبَّ

: الخندق مباشرةً

الكبسولة  على عمق  كم.

الكبسولة  أقرب إلى السطح على عمق  كم.

مستعينًا بمعرفتك بقسمة القطعة المستقيمة، احسب المواضع والمسافات اللازمة لتوسيع

شبكة أبحاثهم:

)أ( طول كبل الألياف الضوئية الواصل.

ا بنسبة  ات البيئة الداخلية — النقطة  تقسم  داخليًّ )ب( مصفوفة مجسّ

ا بنسبة  )جـ( المحطة الخارجية فى عمق الخندق — النقطة  تقسم  خارجيًّ

)د( موقع مركز الإمداد الطارئ  — نقطة المنتصف  من 

(٠)

٨−أ

٣−ب

١٤:بأجـ

٣٤:بأد

بأمم()

١-٤
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 — النقاط فى المستوى الإحداثى

الرياضيات

النقاط فى المستوى الإحداثى
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

د الربع الذى تقع فيه النقاط الآتية. ١ حدّ

)جـ( النقطة )ب( النقطة )أ( النقطة 

)د( النقطة 

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية. ٢ للنقطة 

)أ( النقطة  المتماثلة بالنسبة للمحور 

)ب( النقطة  المتماثلة بالنسبة للمحور 

)جـ( النقطة  المتماثلة بالنسبة لنقطة الأصل

١ ارسم النقاط على المستوى الإحداثى للتوضيح.

)ب( الربع الرابع)أ( الربع الأول

)د( الربع الثالث)جـ( الربع الثانى

ر إشارة الإحداثى الآخر. ٢ غيّ

)أ( النقطة  المتماثلة بالنسبة للمحور 

)ب( النقطة  المتماثلة بالنسبة للمحور 

)جـ( النقطة  المتماثلة بالنسبة لنقطة الأصل

ح فى الشكل على اليمين، باستثناء! م المستوى الإحداثى إلى  أرباع كما هو موضّ يُقسَّ

المحورين الإحداثيين.
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 — النقاط فى المستوى الإحداثى

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

د الربع الذى تقع فيه النقاط الآتية. ١ حدّ

)ب( النقطة )أ( النقطة 

)د( النقطة )جـ( النقطة 

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية. ٢ للنقطة 

)أ( النقطة  المتماثلة بالنسبة للمحور 

)ب( النقطة  المتماثلة بالنسبة للمحور 

)جـ( النقطة  المتماثلة بالنسبة لنقطة الأصل

حلّ المسائل الآتية.

د الربع الذى تقع فيه النقاط الآتية. ١ حدّ

)ب( النقطة )أ( النقطة 

)د( النقطة )جـ( النقطة 

)و( النقطة )هـ( النقطة 

)ح( النقطة )ز( النقطة 

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية. ٢ للنقطة 

)أ(  المتماثلة بالنسبة

للمحور 

)ب(  المتماثلة بالنسبة

للمحور 

)جـ(  المتماثلة بالنسبة

لنقطة الأصل

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية. ٣ للنقطة 

)أ(  المتماثلة بالنسبة

للمحور 

)ب(  المتماثلة بالنسبة

للمحور 

)جـ(  المتماثلة بالنسبة

لنقطة الأصل

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية. ٤ للنقطة 

)أ(  المتماثلة بالنسبة

للمحور 

)ب(  المتماثلة بالنسبة

للمحور 

)جـ(  المتماثلة بالنسبة

لنقطة الأصل

ى★ التحدِّ

جة عند النقطة  على لوح معدنى. ذراع لحام آلية مبرمَ

ولِلحام دعامات إسناد متطابقة، على الذراع أن تعكس هذه

النقطة:

)أ( النقطة  المتماثلة بالنسبة للمحور 

)ب( النقطة  المتماثلة بالنسبة للمحور 

)جـ( النقطة  المتماثلة بالنسبة لنقطة الأصل
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٣-٤ — المسافة بين نقطتين

٣-٤
الرياضيات

المسافة بين نقطتين
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد المسافة بين النقطتين الآتيتين.   ، 

. ، فأوجد قيمة  ٢ إذا كانت المسافة بين النقطتين  و تساوى 

١

، ٢ بما أنّ المسافة بين النقطتين  و تساوى 

وبحلّ هذه المعادلة، 

حلّ المسائل الآتية.
١ أوجد المسافة بين النقطتين الآتيتين.

)جـ( نقطة الأصل  ، )أ(  ، 

. ، فأوجد قيمة  ٢ إذا كانت المسافة بين النقطتين  و تساوى 

حلّ المسائل الآتية.
١ أوجد المسافة بين النقطتين الآتيتين.

)جـ( نقطة الأصل  ، )ب(  ، )أ(  ، 

٢ إذا كانت المسافة بين  و

. ، فأوجد   تساوى 

٣ إذا كانت المسافة بين  و

. ، فأوجد   تساوى 

المسافة  بين نقطتين  و هى!

فى المسائل التى تكون فيها المسافة بين نقطتين معلومة، ربِّع الطرفين.!
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حساب المسافة بين نقطتين.
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إذا كانت المسافة بين

النقطتين  و

 تساوى 

وحدة طول، فأوجد قيمة )أو

. قيم( 

ربِّع الطرفين.
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٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ
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٤-٤ — النقاط المتساوية البعد عن نقطتين

٤-٤
الرياضيات

النقاط المتساوية البعد عن نقطتين
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد إحداثيَّى النقطة  على المحور  المتساوية البعد عن النقطتين  و

. ٢ أوجد إحداثيَّى النقطة  على  المتساوية البعد عن النقطتين  و

. ١ ليكن إحداثيا النقطة  هما 

، بما أنها متساوية البعد عن النقطتين  و

وبتبسيطها وحلّها نحصل على 

إذن، الإحداثيان المطلوبان هما 

. ٢ ليكن إحداثيا النقطة  هما 

، بما أنها متساوية البعد عن النقطتين  و

وبتبسيطها وحلّها نحصل على

، فإنّ وبما أنّ النقطة المطلوبة على 

يها بناءً على الشروط! رات لإحداثيَّ لإيجاد نقطة متساوية البعد عن نقطتين، عيّن متغيّ

المعطاة.

النقطة المطلوبة هى نقطة على المحور 

النقطة المطلوبة هى نقطة على المحور 

النقطة المطلوبة هى نقطة على المستقيم 

ظ! لاحِ

)⟹س

,

) ٠ع

)⟹ص

,

) ل٠

=+ (+)⟹بسأص بعأع

دّ استعِ

(,−)سف (,)٢١أ ٣٤ب

−=ق (,)١س٢ص (,)١٤أ ٣١ب

طريقة الحلّ

(,)ف ٠ع

(−,) (,)٢١أ ٣٤ب

= فبفأ

√{−(−)}+(−)=√(−)+(−) ٣٢٤٢ع٢٢١٢ع

٢ع=

(,) ٢٠ف

(−,)ق ١ع٢ع

(,) (,)١٤أ ٣١ب

= قبقأ

√(−)+{(−)−}=√(−)+{(−)−} ١١٢ع٣٢٢ع١٤٢ع١٢٢ع

١٣ع=

٨

=− ١س٢ص

(,) ١٣ق

٨

٩

٤

م نواتج التعلّ

تحديد موضع نقطة متساوية

البعد عن نقطتين.

١٥٦

ق

−١

ب

,

,

,

١٥٨١٥٨١٥٩



٤-٤ — النقاط المتساوية البعد عن نقطتين

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد إحداثيَّى النقطة  على المحور  المتساوية البعد عن النقطتين  و

٢ أوجد إحداثيَّى النقطة  على  المتساوية البعد عن النقطتين  و

.

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد إحداثيَّى النقطة  على المحور  المتساوية البعد عن النقطتين  و

. ٢ أوجد إحداثيَّى النقطة  على المحور  المتساوية البعد عن النقطتين  و

. ٣ أوجد إحداثيَّى النقطة  على المحور  المتساوية البعد عن النقطتين  و

. ٤ أوجد إحداثيَّى النقطة  على  المتساوية البعد عن النقطتين  و

٥ أوجد إحداثيَّى النقطة  على  المتساوية البعد عن النقطتين  و

.

٦ أوجد إحداثيَّى النقطة  على  المتساوية البعد عن النقطتين  و

.

ى★ التحدِّ
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−)سف

,

) )١٢أ

,

) ٣٨ب

−=ق (,)٣س٢ص (−,)١٤أ ٣٢ب

−=ق (,−)١سص (−,)١٥أ ٧١ب

+−=ق (,)١سص (,−)١٢أ ٣٦ب

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ

١٥٧

جـ أ = جـ ب و د أ = د ب، فأوجد جـ د.إذا كانت أ(٢، ١) وب(٤، ٥) وجـ(٣، ص) ود(س، ٠) بحيث
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,,

,,
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-٥ — نقاط القسمة الداخلية والخارجية على المستوى الإحداثى

٥-
الرياضيات

نقاط القسمة الداخلية والخارجية على
المستوى الإحداثى

الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية: أُعطيت ثلاث نقاط  و و

ا بالنسبة  )أ( النقطة  التى تقسم القطعة  داخليًّ

ا بالنسبة  )ب( النقطة  التى تقسم القطعة  خارجيًّ

)جـ( نقطة المنتصف  للقطعة 

)أ(

إذن،

)ب(

إذن،

)جـ(

إذن،

)د(

إذن، 

بالنسبة للقطعة المستقيمة  التى تصل بين نقطتين  و على!

المستوى الإحداثى:

ا بالنسبة  هما )أ( إحداثيا النقطة  التى تقسم القطعة  داخليًّ

ا بالنسبة  هما )ب( إحداثيا النقطة  التى تقسم القطعة  خارجيًّ

يها هما ، فإنّ إحداثيَّ ا بالنسبة  )جـ( بما أنّ نقطة المنتصف  تقسم القطعة  داخليًّ

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

إيجاد إحداثيَّى نقطة القسمة

)الداخلية والخارجية( لقطعة

مستقيمة على المستوى

الإحداثى.

انتبه إلى ترتيب الضرب.
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 و و هما:

جـبأ الذى رؤوسه 
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جـبأ(د) للمثلث  حداثيي نقطة تقاطعمتوسطات المثلث زإ

ق
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,

,
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— نقاط القسمة الداخلية والخارجية على المستوى الإحداثى

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية: أُعطيت ثلاث نقاط  و و

ا بالنسبة  ١ النقطة  التى تقسم القطعة  داخليًّ

ا بالنسبة  ٢ النقطة  التى تقسم القطعة  خارجيًّ

٣ نقطة المنتصف  للقطعة 

حلّ المسائل الآتية.

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية: ١ أُعطيت ثلاث نقاط  و و

ا بالنسبة  ا بالنسبة   ·  )ب(  التى تقسم  خارجيًّ )أ(  التى تقسم  داخليًّ

)جـ( نقطة المنتصف  للقطعة   · 

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية: ٢ أُعطيت ثلاث نقاط  و و

ا بالنسبة  ا بالنسبة   ·  )ب(  التى تقسم  خارجيًّ )أ(  التى تقسم  داخليًّ

)جـ( نقطة المنتصف  للقطعة   ·  

، أوجد إحداثيات النقاط الآتية: ٣ أُعطيت ثلاث نقاط  و و

ا بالنسبة  ا بالنسبة   ·  )ب(  التى تقسم  خارجيًّ )أ(  التى تقسم  داخليًّ

)جـ( نقطة المنتصف  للقطعة   · 

ى★ التحدِّ

ل
وِ
حا

(−,) (−,)٣٤أ (,−)١٤ب ٤٣جـ

٣١:جـأف

٢٣:جـبق

بأم

ب تدرَّ

(,) (−,)٢٣أ (,−)٢٣ب ٢٣جـ

٢٣:جـبق٤١:بأف

أجـم

(−,) (−,)٢١أ (,)٦٣ب ١٧جـ

٣٢:أجـق٣٢:جـبف

بأم

(−,) (−,)٤٥أ (,)١٥ب ٣٠جـ

١٣:جـبق١٢:أبف

جـبم

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى
٤ ٣ و حلّ السؤالين 

شوا الإجابة. ثم ناقِ

١٥٩

جـ أ = جـ ب و د أ = د ب، فأوجد جـ د. إذا كانت أ(٢، ١) وب(٤، ٥) وجـ(٣، ص) ود(س، ٠) بحيث

٤-٥

٤ للمثلث 
جـبأ حداثيي نقطة تقاطعمتوسطات المثلث زإ

جـبأ (د)  للمثلث  متوسطات المثلث زإ حداثيي نقطة تقاطع

ـإ(د)  بجمتوسطات المثلث ز  للمثلث  أحداثيي نقطة تقاطع

جـبأ  للمثلث  (د)  متوسطات المثلث زإ حداثيي نقطة تقاطع

١٦١١٦٢



 - ٦ — النقاط المتماثلة

٦
الرياضيات

النقاط المتماثلة
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

. أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للنقطة 

. ليكن إحداثيا النقطة  هما 

يمكن التعبير عن إحداثيَّى نقطة منتصف القطعة  بالصورة

، وبما أنّ هذه النقطة تنطبق على النقطة 

{
وبحلّ هاتين المعادلتين نحصل على  و

إذن، الإحداثيان المطلوبان هما 

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للنقطة 

. ٢ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للنقطة 

!. النقطتان  و متماثلتان بالنسبة للنقطة   النقطة  هى نقطة منتصف القطعة 
ا لتفهم المواضع النسبية للنقاط. ثم افرض أنّ لًا شكلً وعند إيجاد النقاط المتماثلة، ارسم أوّ

. ر عن نقطة المنتصف بدلالة  و الإحداثيين المطلوبين هما  وعبِّ

ظ! لاحِ

جـبأ⟺أجـب

(,) لعلع

دّ استعِ

(,−)ب (,)٣٢أ ٢٦ف

طريقة الحلّ
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بأ

(
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+
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٢
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٢

+
=

ل٢
٢

٦

١٠ل=٧ع=

(,) ٧١٠ب

ل
وِ
حا

(−,)ب (,)١٢أ ٢٣ف

(,)ق (,−)٣٢ف ١٥أ

م نواتج التعلّ

تحديد النقطة المتماثلة.

ر عن نقطة المنتصف بدلالة  و عبِّ
.

ع
ل

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٦٠

−٣

٤-

٤

١٦٣



— النقاط المتماثلة

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

. ١ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للنقطة 

. ٢ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للنقطة 

. ٣ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للنقطة 

. ٤ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للنقطة 

. ٥ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للنقطة 

ى★ التحدِّ

. ، فأوجد  إذا كانت النقطتان  و متماثلتين بالنسبة للنقطة 

ل تأمَّ

ر موضع النقطة على تلك القطعة؟ وكيف رنا نسبة تقسيم قطعة مستقيمة، فكيف يتغيّ إذا غيّ

ب والمسافات المرجعية على فهم المواضع فى الرياضيات وفى الحياة يساعدنا التفكير فى النِّسَ

اليومية؟

ب تدرَّ

−)ب

,

) (,)٣١أ ٢٠ف

)ب

,

) (,−)٧٤أ ٣٥م

(−,)ب (,−)٤٨أ ٣٢ف

(−,)ق (,−)٠٤ف ٤١أ

(,−)ب (−,−)٤٢أ ١٣ف

(,) (,)٥مب (−,)ن٤جـ نم+١١أ

١٦١

٤ - ٦

,

,

١٦٢١٦٤



 -٧ — أنواع المثلثات

٧ - 
الرياضيات

 المثلثات
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

المفهوم ٢ · المثلثات والمستقيمات

ا فى الطبّ الحديث، تحديدُ هدفٍ داخل جسم الإنسان تحديدً

ا مسألةُ حياة أو موت. ففى أثناء الجراحة الإشعاعية دقيقً

دة من زوايا ب حزمٌ إشعاعية ضيّقة متعدّ التجسيمية، تُصوَّ

ة عند الورم. مختلفة لتتقاطع بدقّ

وبنمذجة هذه الحزم الإشعاعية مستقيماتٍ فى نظام إحداثى

و الطبّ معادلاتها المضبوطة ليضمنوا تقاطعها عند نقطة واحدة ثلاثى الأبعاد، يحسب فيزيائيّ

. فإن لم تتقاطع المستقيمات )الورم( مع تقليل الضرر بالأنسجة السليمة المحيطة إلى أدنى حدّ
ا حول الورم بدل أن تلتقى عند نقطة بعينها، أخفق العلاج. ا عارضً نت مثلثً ا، أو كوّ ا صحيحً تقاطعً

ة ه: كيف نستعمل المعادلات الجبرية للمستقيمات لنضمن تقاطع عدّ السؤال الموجِّ

د الحدود الهندسية للمساحات التى مسارات عند نقطة هدفٍ واحدة مضبوطة، وكيف نحدّ

ر فيها؟ تؤثّ

. ، احسب و و لتحديد نوع المثلث  !

!: فى المثلث 

، فالمثلث  متطابق الأضلاع. إذا كان 

، فالمثلث  متطابق الساقين. إذا كان 

، فالمثلث  قائم الزاوية. إذا كان 

ا، فهو متطابق الساقين وقائم الزاوية. ق الشرطان معً ملاحظة: إذا تحقّ

ظ! لاحِ

أ ()جـب  بأ
٢

() أجـ()٢جـب
٢

جـبأ

()=()=() بأ
٢

أجـ٢جـب
٢

جـبأ

()=()() بأ
٢

أجـ≠٢جـب
٢

جـبأ

()=()+() جـأ
٢

بأ
٢

جـبأ٢جـب

م نواتج التعلّ

استعمال الإحداثيات لتحديد

أنواع المثلثات )متطابق

الساقين، قائم الزاوية، … إلخ(.

١٦٢

٤

٤

أنواع

١٦٥



 — أنواع المثلثات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

. د شكل المثلث  الذى رؤوسه  و و حدّ

)١( …… 

)٢( …… 

)٣( …… 

من )١( و)٢(، المثلث  متطابق الساقين.

، فالمثلث  قائم الزاوية. ومن )١( و)٢( و)٣(، بما أنّ 

. إذن، المثلث  متطابق الساقين وقائم الزاوية حيث 

حلّ المسائل الآتية.

حلّ المسائل الآتية.

ى★ التحدِّ

، ، وكان المثلث  متطابق الساقين وقائم الزاوية عند  إذا كانت  و و

. فأوجد 

دّ استعِ

(,)جـبأ (,)٤٩أ (,)٠٦ب ٣٢جـ

طريقة الحلّ

()=(−)+(−) بأ
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جـبأ

()=()+() أجـ
٢

بأ
٢

جـبأ٢جـب

∘=جـبأ ٩٠ب

ل
وِ
حا

ب تدرَّ

(,) (,)١٢أ (,)كك٢ب بجـبأ٤٥جـ

ك

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٦٣

٠

٤ -٧

. ١ الذى رؤوسه  و و

. الذى رؤوسه و و المثلث  ٢ ح دّد نوع

(,−)جـبأ (,)١٢أ (,)١١ب ٠٤جـ

أ (,)جـب  أ  ٣٢(−,) (√−,√+)١٠ب ١٣١٢٣جـ

المثلث   ح دّد نوع

. ٢ الذى رؤوسه  و و

. ٣ الذى رؤوسه  و و

. ٤ الذى رؤوسه  و و

. ٥ الذى رؤوسه  و و

(,)جـبأ (,)٢٢أ (,+√)٢٠ب ٣٢١جـ

(,)جـبأ (,)١٢أ (,)٥٨ب ١١٤جـ

(,−)جـبأ (,)٣٤أ (−,)١٧ب ٣٤جـ

(,−)جـبأ (,)١١أ (,)٤٢ب ١٤جـ

المثلث   ح دّد نوع

المثلث   ح دّد نوع

المثلث   ح دّد نوع

المثلث   ح دّد نوع

∠

. ()جـبأ١ حدّد شكل المثلث  الذى رؤوسه  و و ٠٢أ ،(−) ١٢ب −() ٤١جـ ،

١٦٦



٤ — معادلة الخط المستقيم

٨
الرياضيات

معادلة الخط المستقيم
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

أوجد معادلات المستقيمات الآتية.

)أ( المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمحور 

)ب( المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمحور 

)جـ( المستقيم المارّ بالنقطتين  و

)د( المستقيم المارّ بالنقطتين  و

)هـ( المستقيم المارّ بالنقطة  وميله 

)و( المستقيم المارّ بالنقطتين  و

زٍ لأحد المحورين! معادلة مستقيم موا

• معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمحور  هى 

• معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والعمودى على المحور  هى 

• معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمحور  هى 

• معادلة المستقيم المارّ بالنقطتين  و هى 

• معادلة المستقيم المارّ بالنقطتين  و هى 

لم الميل ونقطة على المستقيم، أمكن تعيين معادلة المستقيم.! إذا عُ

• معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  وميله  هى 

• ميل المستقيم المارّ بالنقطتين  و حيث  هو

ظ! لاحِ
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(,−) س٣٤

(−,) ص٣٨
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(−,) ٢٣(−,) ٥٣

(,−) ٢١٣

(,−) ١١(,) ٤٠

م نواتج التعلّ

إيجاد معادلة الخط المستقيم

بصورها المختلفة.

الإحداثيان  للنقطتين
متساويان.

ص

الإحداثيان  للنقطتين
متساويان.

س

١٦٤

١١

٢٢

٢١

٢١

-٤

٨ -

١٦٧



— معادلة الخط المستقيم

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

)أ( 

)ب( 

)جـ( بما أنّ الإحداثيين  للنقطتين متساويان،

)د( بما أنّ الإحداثيين  للنقطتين متساويان،

)هـ( 

)و(

أوجد معادلات المستقيمات الآتية.

١ المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمحور 

٢ المستقيم المارّ بالنقطة  والعمودى على المحور 

٣ المستقيم المارّ بالنقطتين  و

٤ المستقيم المارّ بالنقطتين  و

٥ المستقيم المارّ بالنقطة  وميله 

٦ المستقيم المارّ بالنقطتين  و

طريقة الحلّ

=− ٤ص

=− ٣س

س

=− ٣س

ص

٣ص=

−(−)=(−) ٢س١٣ص

=− ٧س٣ص

−(−)=
−(−)

−
(−) ١ص

٠١

٤١
١س

=− ١ص

٣
٤س

٣

ل
وِ
حا

(

,

) س٢٦

(

,

) س٣٥

(−,−) ٢٢(,−) ٢٢

(−,) ٤٢(−,) ٤٨

(−,) ٣٤٢

(−,−) ٢٦(−,) ٤١

ر عن المعادلة بالصورة عبِّ
. =+ كسمص

=
−

−
أ

ص
٢

ص
١

س
٢

س
١

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٦ ٥ و حلّ السؤالين 

شوا الإجابة. ثم ناقِ

١٦٥

٤٨ -

,

,

١٦٨



 — معادلة الخط المستقيم

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معادلات المستقيمات الآتية.

)أ( المارّ بالنقطة  والموازى للمحور 

)ب( المارّ بالنقطة  والموازى للمحور 

)جـ( المارّ بالنقطة  والموازى للمحور 

)د( المارّ بالنقطة  والعمودى على المحور 

)هـ( المارّ بالنقطة  والعمودى على المحور 

)و( المارّ بالنقطة  والعمودى على المحور 

)ز( المارّ بالنقطة  والموازى للمحور 

)ح( المارّ بالنقطة  والموازى للمحور 

)ط( المارّ بالنقطة  والموازى للمحور 

)ى( المارّ بالنقطتين  و

)ك( المارّ بالنقطتين  و

)ل( المارّ بالنقطتين  و

)م( المارّ بالنقطتين  و

)ن( المارّ بالنقطتين  و

)س( المارّ بالنقطتين  و

)ع( المارّ بالنقطة  وميله 

)ف( المارّ بالنقطة  وميله 

)ص( المارّ بالنقطة  وميله 

)ق( المارّ بالنقطتين  و

)ر( المارّ بالنقطتين  و

ى★ التحدِّ

ب تدرَّ

(−,) س٤٥

(,) س٢١

(−,−) س٤٧

(,−) س١٢

(−,−) س٣٤

(,−) س٣٥

(,−) ص٢٧

(,) ص٤٣

(−,−) ص٦٢

(,) ٤٠(,) ٤٣

(−,) ١٢(−,) ١٦

(−,−) ٥٣(−,) ٥٢

(−,) ٢٣(−,) ٣٣

(,−) ٤٢(,−) ١٢

(−,) ٣٦(,) ٢٦

(−,) ١−١٥

(−,−) ٣٨١

(,−) ٢−٢١

(,) ١٢(,) ٣١٠

(−,−) ١٨(,) ٤٢

١٦٦

٤٨ -

يرصد فريق أبحاث بيئية تغيّرات منسوب البحر فى مص�� ساحلى� حسّاس. وقد أقاموا نظام شبكة

يكون فيه:

المحور  يمّ�ل المسافة من محطة الأبحاث المركزية.

المحور  يمّ�ل ارتفاع سطح البحر المحلّى.

وفى أثناء دراسة للمدّ والجزر، سجّلت المجسّات فى محطّتَى رصد مختلفتين ارتفاعَين متطابقَين

ين لسطح البحر: ومستقر�

. المجّ� الغربى عند الإحداثيات 

. المجّ� الشرقى عند الإحداثيات 

ولرسم الحدّ المنتظم لمنسوب المياه هذا عبر المصّ�، يحتاج الفريق إلى إيجاد معادلة الحدّ

ين. المستقيم الواصل بين هذين المجس�

س

ص

(−) ٤٢،

()٢ ،٩

١٦٩



- — تطبيقات معادلة الخط المستقيم

٩
الرياضيات

تطبيقات معادلة الخط المستقيم
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ إذا كانت النقاط الثلاث  و و تقع على استقامة واحدة، فأوجد

. قيمة الثابت 

٢ أوجد معادلة المستقيم المارّ بنقطة تقاطع المستقيمين  و

. ، والمارّ بالنقطة 

١ معادلة المستقيم المارّ بالنقطتين  و هى:

وبتبسيطها نحصل على  …… )١(

: وبما أنّ )١( تمرّ بالنقطة 

وبحلّها نحصل على 

)٢  …… )١

)٢( …… 

ا نحصل على  و وبحلّ هذا النظام آنيًّ

ومعادلة المستقيم المارّ بالنقطتين  و هى:

أى 

ا! ا خطًّ ( تمثّل هى أيضً المعادلة التى على الصورة  )حيث  أو 

ا. مستقيمً

لم الميل ونقطةٌ على المستقيم.! يمكن إيجاد معادلة الخط المستقيم إذا عُ

• يمكن إيجاد ميل المستقيم باستخدام نقطتين عليه.

ظ! لاحِ

++= ٠≠ب٠≠أ٠جـصبسأ

دّ استعِ

(,) (−,)٢٣أ (−,−)٤١ب ع١٢عجـ

ع

−+= ١٠ص٣س٢

+−= (,−)٣٠ص٢س ١٣

طريقة الحلّ

(,) (−,)٢٣أ ٤١ب

−=
−−

−
(−) ٣ص

١٣

٤٢
٢س

=−+ ٧س٢ص

(−,−) ع١٢عجـ

−=−(−)+ ١٧ع٢ع٢

٧ع=

−+= ١٠ص٣س٢

+−= ٣٠ص٢س

١ص=١س=

(,) ١١(−,) ١٣

−=
−

−−
(−) ١ص

٣١

١١
١س

+−= ٢٠صس

م نواتج التعلّ

معادلة الخط المستقيم

بصورها المختلفة، وتطبيقها

فى مواقف هندسية.

أوجد معادلة المستقيم من
تَى الإحداثيات. نقطتين معلومَ

ض بإحداثيَّى النقطة  فى )١(. جـعوّ

ا حلّ معادلتَى المستقيمين آنيًّ
لإيجاد نقطة التقاطع.

إحداثيا نقطة تقاطع )١( و)٢( هما
. (,) ١١

اكتب الإجابة بالصورة

 كما فى

السؤال.

++= ٠جـصبسأ

١٦٧

٤٩

٤-

١٧٠



— تطبيقات معادلة الخط المستقيم

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ إذا كانت النقاط الثلاث  و و تقع على استقامة واحدة، فأوجد قيمة

. الثابت 

٢ أوجد معادلة المستقيم المارّ بنقطة تقاطع المستقيمين  و

. ، والمارّ بالنقطة 

حلّ المسائل الآتية.

١ إذا كانت النقاط الثلاث  و و تقع على استقامة واحدة، فأوجد قيمة

. الثابت 

٢ إذا كانت النقاط الثلاث  و و تقع على استقامة واحدة، فأوجد قيمة

. الثابت 

٣ إذا كانت النقاط الثلاث  و و تقع على استقامة واحدة،

. فأوجد قيمة الثابت 

٤ أوجد معادلة المستقيم المارّ بنقطة تقاطع المستقيمين  و

. ، والمارّ بالنقطة 

٥ أوجد معادلة المستقيم المارّ بنقطة تقاطع المستقيمين  و

. ، والمارّ بالنقطة 

ى★ التحدِّ

توجيه إبرة الخزعة الآلية

ه نظام حاسوبى إبرة خزعة إلى ورم ا، يوجّ عانة آليًّ فى الجراحة المُ

عميق. ويقع الورم الهدف عند نقطة التقاطع المضبوطة

ين مستقيمين على شبكة جَ نمذَ ى تصوير تشخيصى )مُ لمسارَ

إحداثية، حيث الوحدة الواحدة = مليمتر واحد(:

 : • مسار المسح الليزرى 

 : • مسار المسح الليزرى 

تة عند نقطة أصل النظام  )نقطة المعايرة التحدِّى السريرى: ذراع الروبوت الجراحى مثبَّ

ا من نقطة الأساسية(. ولإجراء الخزعة، على الذراع أن تُدخل إبرة صلبة على مسارٍ مستقيم تمامً

الأصل  مباشرةً إلى الورم عند نقطة التقاطع.

ية المضبوطة لمسار الإبرة هذا لبرمجة مسار وعلى مهندسى البرمجيات حساب المعادلة الخطّ

ذراع الروبوت.

ل
وِ
حا

(,) (,)٢٥أ (,−)٤٩ب ع١جـ

ع

+−= ١٠٠ص٢س

+−= (,)٧٠ص٣س٢ ٥٦

ب تدرَّ

(,−) (−,−)١١أ (,)٢٣ب ع٤جـ

ع

(,) (,)١٢أ (−,)٣١ب ١عجـ

ع

(−,−) (,)٣٩أ (−,+)٥٧ب ٢ع٣٣عجـ

ع

+−= ١٠ص٥س٣

+−= (,−)٦٠ص٨س٧ ١٢

+−= ٤٠ص٢س

−−= (−,−)٣٠صس٢ ٣١

=++أ ٧٠ص٥س٦

=+−ب ٥٠ص٢س٣

(,) ٠٠

(,) ٠٠

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٦٨

- ٤٩

١٧١١٧٢١٧١



- — المستقيمات المتوازية والمتعامدة

٤
الرياضيات

المستقيمات المتوازية والمتعامدة
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ عيّن أىّ المستقيمات الآتية متوازية وأيّها متعامدة.

)جـ( )ب( )أ( 

)هـ( )د( 

٢ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمستقيم 

٣ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والعمودى على المستقيم 

ا! ا خطًّ ( تمثّل هى أيضً المعادلة التى على الصورة  )حيث  أو 

ا. مستقيمً

المسائل المتعلّقة بالمستقيمات المتوازية أو المتعامدة تستعمل الميول. فللمستقيمين!

:  و

، أى أنّ الميلين متساويان. المستقيمان متوازيان  

المستقيمان متعامدان 

، أى أنّ الميلين مقلوبان متعاكسان فى الإشارة.

حُلّ المسائل المتعلّقة بالمستقيمات المتوازية أو المتعامدة بتحويل المعادلة إلى الصورة!

.

ظ! لاحِ

++= ٠≠ب٠≠أ٠جـصبسأ

=+ مص
١

+=١كس مص
٢

٢كس

م=⟹
١

م
٢

⟹

=− م
١

١

م
٢

=+ كسمص

دّ استعِ

=+ +−=٣س٢ص =+−٢س٣ص ١٠ص٣س

−−= =++١٠صس٢ ٣٠ص٣س

(,−) ٢٤−+= ١٠ص٢س٣

(−,) ٢٥++= ١٠ص٥س٣

م نواتج التعلّ

ى توازى تطبيق شرطَ

المستقيمات وتعامدها لحلّ

مسائل هندسية.

١٦٩

٤١٠

١٠-

١٧٣١٧٢



 — المستقيمات المتوازية والمتعامدة

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

١ أوجد ميل كل مستقيم.

، الميل  )أ( 

، الميل  )ب( 

)جـ( 

، الميل

)د( 

، الميل 

)هـ( 

، الميل

المستقيمان المتوازيان هما )أ( و)د(.

والمستقيمان المتعامدان هما )ب( و)جـ(.

 ٢

، الميل

إذن، المستقيم الموازى المطلوب يمرّ بالنقطة  وميله

وبتبسيطها نحصل على 

 ٣

، الميل

إذن، المستقيم العمودى المطلوب يمرّ بالنقطة  وميله

وبتبسيطها نحصل على 

طريقة الحلّ

=+ ٣٢س٢ص

=−+ ٣−٢س٣ص

−+= ١٠ص٣س

=+ ١ص

٣
١س

٣

١

٣

−−= ١٠صس٢

=− ١٢س٢ص

++= ٣٠ص٣س

=−− ١ص

٣
١س

−
١

٣

−+= ١٠ص٢س٣

=+ ٣ص

٢
١س

٢

٣

٢

(,−) ٢٤

٣

٢

−(−)=(−) ٤ص
٣

٢
٢س

−−= ١٤٠ص٢س٣

++= ١٠ص٥س٣

=−− ٣ص

٥
١س

٥

−
٣

٥

(−,) ٢٥

٥

٣

−={−(−)} ٥ص
٥

٣
٢س

−+= ٢٥٠ص٣س٥

ل المعادلة إلى الصورة حوِّ
. =+ كسمص

اختر ذوات الميول المتساوية.

اختر ذوات الميول المقلوبة
المتعاكسة فى الإشارة.

ل إلى الصورة  حوِّ
وأوجد الميل.

=+ كسمص

ميل المستقيم الموازى هو الميل
نفسه.

اجعل المعادلة على الصورة
الواردة فى السؤال

. (++=) ٠جـصبسأ

ميل المستقيم العمودى هو
المقلوب المعاكس فى الإشارة.

١٧٠

-٤١٠

١٧٤١٧٣



 — المستقيمات المتوازية والمتعامدة

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ عيّن أىّ المستقيمات الآتية متوازية وأيّها متعامدة.

)جـ( )ب( )أ( 

)و( )هـ( )د( 

٢ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمستقيم 

٣ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والعمودى على المستقيم 

حلّ المسائل الآتية.

١ عيّن أىّ المستقيمات الآتية متوازية وأيّها متعامدة.

)جـ( )ب( )أ( 

)و( )هـ( )د( 

٢ عيّن أىّ المستقيمات الآتية متوازية وأيّها متعامدة.

)جـ()ب( )أ( 

)و( )هـ( )د( 

٣ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمستقيم 

٤ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمستقيم 

٥ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والموازى للمستقيم 

٦ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والعمودى على المستقيم 

٧ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والعمودى على المستقيم 

٨ أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنقطة  والعمودى على المستقيم

ى★ التحدِّ

للمستقيمات  و و

، فأوجد ، إذا كان  و

.

ل
وِ
حا

=+ −=١س٣ص −−=١س٤ص ٧س٤ص

−= =−+٥ص٢س٦ =−+٣٠ص٢س٨ ٤٠ص٤س
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ب تدرَّ
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(−

,

) ١٣−+= ٣٠ص٢س٥
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−) ٢٥

−−= ٧٠ص٢س٣
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١
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٥٠ص٢سك
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٣
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١
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٢

∥ ل
١

ل
٣

م

ك

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

١ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٧١

-٤١٠

,

,

١٧٥١٧٤



- — محور القطعة المستقيمة والنقاط المتماثلة بالنسبة لمستقيم

١١
الرياضيات

محور القطعة المستقيمة والنقاط
المتماثلة بالنسبة لمستقيم

الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

. ، فأوجد معادلة محور القطعة المستقيمة  ١ إذا كانت النقطتان  و

٢ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للمستقيم 

١ ميل المستقيم  هو

، فميل المستقيم العمودى عليه هو

وكذلك، إحداثيا نقطة منتصف القطعة  هما

، أى 

إذن، محور القطعة  مستقيمٌ يمرّ بالنقطة  وميله

، فيكون:

وبتبسيطها نحصل على 

. ، وليكن المستقيم  هو  ٢ ليكن إحداثيا النقطة  هما 

ميل المستقيم  هو

، وميل  هو 
، فإنّ وبما أنّ 

وبتبسيطها نحصل على  …… )١(

وكذلك، بما أنّ إحداثيَّى نقطة منتصف القطعة  وهما

: يقعان على 

وبتبسيطها نحصل على  …… )٢(

ا نحصل على  و وبحلّ )١( و)٢( آنيًّ

إذن، إحداثيا النقطة  هما 

 محور القطعة المستقيمة  عمودىٌّ على المستقيم  ويمرّ بنقطة منتصف!
نّ
بما أ

. د باستعمال ميل المستقيم  وإحداثيَّى نقطة منتصف القطعة  ، فإنه يُوجَ القطعة 

ر عن الشرطين! ، نعبّ لإيجاد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للمستقيم 

، ونقطة منتصف  ا: القطعة المستقيمة  عمودية على  الآتيين بمعادلتين ونحلّهما آنيًّ

. تقع على المستقيم 

ظ! لاحِ

() بأبأ

() ()بأ ()بأ بأ

(,) لألعب

() ()لبأ بأ

ل

دّ استعِ

(

,

) )٥١١أ

,

−) ()١١ب بأ

−)ب

,

) =+−٤٣أ ٥٠صس٣

طريقة الحلّ
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م نواتج التعلّ

استنتاج معادلة محور

القطعة المستقيمة وتعيين

نقاط التماثل بالنسبة

لمستقيم، وتطبيق هذين

المفهومين فى سياقات

هندسية.

ميل المستقيم العمودى هو
المقلوب المعاكس فى الإشارة.

ل  إلى  لإيجاد حوِّ
الميل.
+=ل ٥س٣ص

ميل المستقيم العمودى هو
المقلوب المعاكس فى الإشارة.

ض بـ عوّ

و

. فى معادلة 
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 — محور القطعة المستقيمة والنقاط المتماثلة بالنسبة لمستقيم

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

. ، فأوجد معادلة محور القطعة المستقيمة  ١ إذا كانت النقطتان  و

٢ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للمستقيم 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معادلات محاور القطع المستقيمة  الآتية.

)جـ(  ، )ب(  ، )أ(  ، 

٢ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للمستقيم 

٣ أوجد إحداثيَّى النقطة  المتماثلة مع النقطة  بالنسبة للمستقيم

ى★ التحدِّ

ج خطُّ ليزر التصويب بالمعادلة فى نظام ليزر جراحى للعيون، يُنمذَ

، وجب ضع مجسّ معايرة عند النقطة  . وإذا وُ

، وهى الانعكاس المتماثل وضع مستقبِل الإشارة عند النقطة 

المضبوط للنقطة  حول خطّ الليزر.

ة معايرة النظام. أوجد إحداثيَّى النقطة الهدف  لضمان دقّ

ل
وِ
حا

(−,) (−,)١٢أ ()٣٤ب بأ

(,)ب =−−٠٤أ ١٠صس٢

ب تدرَّ

بأ
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ب

أ

ب

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٧٣
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- — المسافة بين نقطة ومستقيم

٤
الرياضيات

المسافة بين نقطة ومستقيم
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

أوجد القيم الآتية.

١ المسافة  بين النقطة  والمستقيم 

٢ طول العمود  المرسوم من نقطة الأصل  إلى المستقيم 

١

٢ طول العمود المرسوم من نقطة إلى مستقيم هو المسافة بين النقطة والمستقيم.

وبتحويل  نحصل على  فيمكن استعمال القانون.

المسافة  بين النقطة  والمستقيم  هى:!

لإيجاد طول العمود المرسوم من نقطة إلى مستقيم، يكفى إيجاد المسافة بين النقطة!

والمستقيم.

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

حساب المسافة العمودية

من نقطة إلى مستقيم،

وتطبيق هذه المهارة فى حلّ

مسائل هندسية.

ل إلى الصورة حوِّ

. ++= ٠جـصبسأ
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 — المسافة بين نقطة ومستقيم

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

أوجد القيم الآتية.

١ المسافة بين النقطة  والمستقيم 

٢ طول العمود المرسوم من النقطة  إلى المستقيم 

أوجد القيم الآتية.

١ المسافة بين النقطة  والمستقيم 

٢ المسافة بين النقطة  والمستقيم 

٣ المسافة بين النقطة  والمستقيم 

٤ المسافة بين نقطة الأصل والمستقيم 

٥ طول العمود المرسوم من النقطة  إلى المستقيم 

٦ طول العمود المرسوم من النقطة  إلى المستقيم 

٧ طول العمود المرسوم من النقطة  إلى المستقيم 

ى★ التحدِّ

قة بالمستقيم ج حزمة إشعاع ضيّ فى الجراحة الإشعاعية التجسيمية، تُنمذَ

. ا منها عند  ( قريبً ج نقطةً نمذَ . ويقع مركزٌ عصبىٌّ حرج )مُ

ى الطبّ حساب أقصر مسافة )عمودية( من المركز العصبى ولمنع الضرر الإشعاعى، على فيزيائيّ

د من استيفائها هامش الأمان المطلوب. إلى مسار حزمة الإشعاع. أوجد هذه المسافة للتأكّ

ل
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حا
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تعاون مع زميلك
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شوا الإجابة. ناقِ
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- — مساحة المثلث

٤
الرياضيات

مساحة المثلث
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

. أوجد مساحة المثلث  الذى رؤوسه  و و

)١( …… 

معادلة المستقيم  هى 

وبتبسيطها نحصل على 

والمسافة بين النقطة  والمستقيم  هى:

)٢( …… 

من )١( و)٢(، مساحة المثلث  المطلوبة هى:

أوجد مساحات المثلثات  المعطاة رؤوسها كما يلى.

)أ(  ،  ، 

)ب(  ،  ، 

أوجد مساحات المثلثات  المعطاة رؤوسها كما يلى.

)أ(  ،  ، 

)ب(  ،  ، 

)جـ(  ،  ، 

كيف نوجد مساحة المثلث  على المستوى الإحداثى:!

. • للقاعدة: أوجد المسافة بين النقطتين  و

. • للارتفاع: أوجد المسافة بين النقطة  والمستقيم 

ظ! لاحِ
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م نواتج التعلّ

تعيين مساحة المثلث

باستخدام الإحداثيات.

ى★ التحدِّ

فى جراحة ترميم الحروق، يحتاج
مريضٌ إلى ترقيع جلدىٍّ مثلث الشكل.

ويرسم نظام تصوير جراحى حدودَ
الجرح على شبكة إحداثية )الوحدة

الواحدة = مليمتر واحد( برؤوس عند
.  و و

ية الصحيحة من النسيج ولحصاد الكمّ
المانح، على الفريق الجراحى حساب

المساحة المضبوطة للجرح المثلث.

. أوجد مساحة 

أوجد القاعدة.

، أوجد معادلة المستقيم 
وهى لازمة لحساب الارتفاع.

بأ

أوجد الارتفاع.

(−,) (,)٢١أ (−,−)١٥ب ٢١٢١جـ

جـبأ

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى حلّ

شوا ل« ثم ناقِ قسم »حاوِ

الإجابة.
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- — المستقيم المارّ بنقطة ثابتة

١٤
الرياضيات

المستقيم المارّ بنقطة ثابتة
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

. أوجد المستقيم  يمرّ بنقطة ثابتة مهما كانت قيمة 
إحداثيَّى تلك النقطة.

بترتيب  بالنسبة لـ  نحصل على:

، ق لكل قيم  وبما أنّ هذا يجب أن يتحقّ

{
وبحلّ هذا النظام نحصل على

و

إذن، النقطة الثابتة التى يمرّ بها المستقيم هى

. أوجد إحداثيَّى المستقيم  يمرّ بنقطة ثابتة لكل قيم 
هذه النقطة.

حلّ المسائل الآتية.
. أوجد إحداثيَّى هذه ١ المستقيم  يمرّ بنقطة ثابتة لكل قيم 

النقطة.

. أوجد إحداثيَّى ٢ المستقيم  يمرّ بنقطة ثابتة لكل قيم 

هذه النقطة.

. أوجد إحداثيَّى هذه ٣ المستقيم  يمرّ بنقطة ثابتة لكل قيم 

النقطة.

ى★ التحدِّ

. أوجد إحداثيَّى هذه المستقيم  يمرّ بنقطة ثابتة لكل قيم 

النقطة.

!:» خطوات حلّ المسائل التى فيها مستقيمات »تمرّ بنقطة ثابتة مهما كانت قيمة 

. لها متطابقةً فى  ❶ رتِّب معادلة المستقيم بالنسبة لـ  وعامِ

ن نظام ، كوِّ ، وهى  ❷ من المتطابقة فى 

ه. لّ معادلتين وحُ
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م نواتج التعلّ

تعيين المستقيم المارّ بنقطة

ثابتة.

{
++= ٠جـصبسأ

′
+′+′= ٠جـصبسأ

. لها متطابقةً فى  كعامِ

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

ل« ثم حلّ قسم »حاوِ

شوا الإجابة. ناقِ
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١٥ — شروط عدم تكوين مثلث

١٥
الرياضيات

شروط عدم تكوين مثلث
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

إذا كانت المستقيمات الثلاثة  و و لا
. ا، فأوجد قيمة الثابت  ن مثلثً تكوّ

ق من الشرط الذى يكون فيه مستقيمان من المستقيمات الثلاثة المعطاة متوازيَين. لًا، تحقّ أوّ

بتحويل المستقيمات الثلاثة نحصل على:

{
)١( …… 

)٢( …… 

)٣( …… 

ق من حالتَى: )١( و)٣( متوازيان، و)٢( و)٣( متوازيان. وبما أنّ )١( و)٢( غير متوازيَين، نتحقّ

، أى  )١( و)٣( متوازيان عندما: 

، أى  )٢( و)٣( متوازيان عندما: 

 

، أى  ، فإنّ  وبما أنّ )٣( تمرّ بالنقطة 

إذن، 

ن إذا كانت المستقيمات الثلاثة  و و لا تكوّ
. ا، فأوجد قيمة الثابت  مثلثً

هناك حالتان لشروط عدم تكوين ثلاثة مستقيمات لمثلث:!

ين متساويان. ❶ مستقيمان متوازيان  ميلا المستقيمَ

ق من ين، وتحقّ ❷ ثلاثة مستقيمات تتقاطع فى نقطة واحدة  أوجد نقطة تقاطع مستقيمَ
ا. أنّ المستقيم الثالث يمرّ بتلك النقطة أيضً

ظ! لاحِ

⟹

⟹

دّ استعِ

−+= =++١٠صس =−+٢٠صس٢ ٤٠ص٣سك

ك

طريقة الحلّ

=+ ١سص

=−− ٢س٢ص

=−+ كص
٣

٤س

٣

=− ١
ك
٣

=− ٣ك

−=− ٢
ك
٣

٦ك=

(−,) ١٠

(−,) ١٠=−×(−)+ ٠
ك

٣
١

٤

٣
=− ٤ك

=−,−, ٤٣٦ك

ل
وِ
حا

−+= =−+٨٠ص٢س =−+١٠صس ٥٠صسك

ك

م نواتج التعلّ

اشتقاق شروط عدم تكوين

المثلث وتفسيرها )وقوع

النقاط على استقامة واحدة(.

ل إلى صيغة حوِّ
 لمعرفة

الميول.
=+ كسمص

ين متساويان. ميلا المستقيمَ

أوجد نقطة تقاطع
ين اللذين لا يحويان المستقيمَ

. كالثابت 

المستقيم الباقى يمرّ بهذه
النقطة.

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى حلّ
شوا ل« ثم ناقِ قسم »حاوِ

الإجابة.

١٧٨
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ثان يًا، تح قّق من الشرط الذى تتقاطع فيه المستقيمات الثلاثة فى نقطة واحدة.

�يا، تكون نقطة التقاطع  آن  و(٢)   (١) بح لّ 

١٨٠



 — شروط عدم تكوين مثلث

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ إذا كانت المستقيمات الثلاثة  و و لا

. ا، فأوجد قيمة الثابت  ن مثلثً تكوّ

٢ إذا كانت المستقيمات الثلاثة  و و لا

. ا، فأوجد قيمة الثابت  ن مثلثً تكوّ

ى★ التحدِّ

إذا كانت المستقيمات الثلاثة  و و

ا، فأوجد مجموع قيم  الممكنة جميعها. ن مثلثً لا تكوّ

ل تأمَّ

كيف يمكن الإفادة من تقاطع المستقيمات ومن المثلثات فى حلّ مسائل عملية )كالملاحة أو

البناء أو التصميم(؟

ب تدرَّ

−+= =+١٠ص٢س =+−٦ص٢س٣ ٢٠ص٣سك

ك

−=− =+١صس −=−١٢ص٢س٣ ١كصسك

ك

+−= =++١٠ص٢س =−+٢٠صس٣ ٣٠ص٤سم

م

١٧٩

١٥ ٤-

١٨١



٤ — معادلة الدائرة )١(

١٦
الرياضيات

معادلة الدائرة )١(
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

المفهوم ٣ · الدوائر

تعتمد أنظمة تحديد المواقع العالمية )GPS( والشبكات

ا على الهندسة الإحداثية للدوائر فى ا تامًّ ية اعتمادً الخلوية المحلّ

ة. فحين يبحث هاتفك عن إشارة، يتّصل تحديد موقعك بدقّ

ةَ إشارة جهازك ة أبراج خلوية ثابتة، ويقيس كلُّ برج قوّ بعدّ
ا دائريًّا ا للمسافة، فيرسم حدًّ ويحسب نصف قطرٍ دقيقً

للموضع الذى يمكن أن تكون فيه.

د ا، لكن حين يرسم برجٌ ثانٍ وثالثٌ إشاراتِهما الدائرية المتداخلة، تحدّ والبرج الواحد يترك موقعك مبهمً
الهندسة الإحداثية موضعك بالضبط. وتُعرَف هذه العملية الرياضية فى صناعة التقنية باسم التثليث

المسافى. وخطأٌ رياضىٌّ يسيرٌ فى حساب هذه الحدود الدائرية يُربك كلّ شىء، من تطبيقات مشاركة

الركوب الآلية إلى أنظمة تتبّع الاستجابة للطوارئ.

ه: كيف نستعمل الهندسة الإحداثية للدوائر فى نمذجة الحدود، وحساب السؤال الموجِّ
المناطق المتداخلة، وتعيين نقاط التقاطع المضبوطة لإشارات الاتصال اللاسلكى فى أنظمة

الاتصالات الحديثة؟

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معادلة الدائرة التى مركزها  ونصف قطرها 

له المعادلة  د نوع الشكل الذى تمثّ ٢ حدّ

معادلة الدائرة ذات المركز  ونصف القطر  هى  )الصورة!
. المعيارية(. وبصفة خاصة عندما يكون المركز هو نقطة الأصل: 

ا التعبير عن معادلة الدائرة على الصورة  • يمكن أيضً

)الصورة العامة(.

ين، استخدم ! عندما يكون مركز الدائرة ونصف قطرها معلومَ

!، ل  إلى الصورة  عندما تُحوَّ

. فإذا كان  فهى تمثّل دائرة مركزها  ونصف قطرها 

ظ! لاحِ

(,) =(−)+(−)ربأ ٢نق٢بص٢أس

+= ٢نق٢ص٢س

++++= ٠نصمسل٢ص٢س

(−)+(−)= ٢نق٢بص٢أس

++++= =(−)+(−)٠نصمسل٢ص٢س ك٢بص٢أس

(,)٠ك< ك√بأ

دّ استعِ

(,−) ٣٢٥

+−++= ٦٠ص٢س٢٦ص٢س

م نواتج التعلّ

اشتقاق صور معادلة الدائرة

المختلفة واستخدامها، سواء

أُعطى المركز ونصف القطر أم

دة. أُعطيت نقاط محدّ

عة للصورة الصورة الموسَّ
المعيارية.

١٨٠

-١٦

-٤

١٨٢



 — معادلة الدائرة )١(

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

. ١ بما أنّ المركز ونصف القطر معلومان، استخدم 

. ل إلى الصورة  ٢ حوِّ

وبتبسيطها نحصل على 

إذن، الشكل المطلوب دائرة مركزها  ونصف قطرها 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معادلات الدوائر الآتية.

)ب( المركز نقطة الأصل ونصف القطر )أ( المركز  ونصف القطر 

له المعادلة  د نوع الشكل الذى تمثّ ٢ حدّ

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معادلات الدوائر الآتية.

)ب( المركز  ونصف)أ( المركز  ونصف القطر

القطر 

)جـ( المركز نقطة الأصل

ونصف القطر 

لها المعادلات الآتية. د نوع الأشكال التى تمثّ ٢ حدّ

)ب( )أ( 

)د( )جـ( 

ى★ التحدِّ

ة بالنقطتين  و بحيث يقع مركزها على المستقيم الذى أوجد معادلة الدائرة المارّ

معادلته 

طريقة الحلّ

(−)+(−)= ٢نق٢بص٢أس

(−)+(+)= ٣س
٢ص٢

٢
٥

٢

(−)+(+)= ٣س
٢ص٢

٢
٢٥

(−)+(−)= ك٢بص٢أس

+−++= ٢ص٢س
٦٠ص٢س٦

(−)−+(+)−+= ٣س
٢

١ص٩
٢

١٦٠

(−)+(+)= ٣س
١ص٢

٢
٢

٢

(,−) ٣١٢

ل
وِ
حا

(−,) ٣١٢٤

+−−+= ٤٠ص٦س٢٤ص٢س

ب تدرَّ

(,) ٣٤

٦

(−,) ٢٦

√٢٣٥

+−++= =−+٤٠ص٨س٢٤ص٢س ٠س٢٤ص٢س

++−−= =−++٢٠٠ص٤س٢٢ص٢س ٠ص٦س٢٤ص٢س

(,) (,)٢٥أ ٨١ب

+= ٨صس

إذا كان  فهى دائرة مركزها

.  ونصف قطرها 

٠ك<

(,) ك√بأ

. صسأكمل المربّع لكلٍّ من  و

ا مركزها عند تعيين دائرة، اذكر دائمً
ونصف قطرها.

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٨١

١٦-٤

١٨٣



١٧ — معادلة الدائرة )٢(

١٧
الرياضيات

معادلة الدائرة )٢(
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

أوجد معادلات الدوائر الآتية.

١ دائرة مركزها  وتمرّ بالنقطة 

٢ دائرة النقطتان  و طرفا قطرٍ فيها

٣ دائرة تمرّ بالنقاط الثلاث  و و

١ بما أنّ مركز الدائرة معلوم، استخدم 

أوجد نصف قطر هذه الدائرة.

إذن، معادلة الدائرة المطلوبة هى 

٢ بما أنّ مركز الدائرة التى النقطتان  و طرفا قطرٍ فيها هو

، منتصف 

، فإنّ نصف قطرها: وبما أنّ هذه الدائرة تمرّ بالنقطة 

إذن، معادلة الدائرة المطلوبة هى 

ين، استخدم ! عندما يكون مركز الدائرة ونصف قطرها معلومَ

• يمكن إيجاد نصف قطر الدائرة من المسافة بين المركز ونقطة تقع على الدائرة.

ى قطرها هو منتصف ذلك القطر. ا طرفَ • مركز الدائرة المعلوم إحداثيَّ

عندما تكون ثلاث نقاط على الدائرة معلومة، استخدم !

ظ! لاحِ

(−)+(−)= أس
٢

٢نق٢بص

++++= ٠نصمسل٢ص٢س

دّ استعِ

(,) ٢٣(,) ٤٦

(,) (−,)١٣أ ٣٥ب

(,) ١١(,−) ٢١(,) ٣٢

طريقة الحلّ

(−)+(−)= أس
٢

٢نق٢بص

√(−)+(−)=√ ٢٤
٢

٣٦
٢

١٣

(−)+(−)= ٣٢١٣ص٢٢س

(,) (−,)١٣أ ٣٥ب

بأ

(
+

,

+(−)

)=(,−)
١٣

٢

٣٥

٢
٢١

أ

√(−)+(−−)=√ ٢١
٢

١٣
٢

١٧

(−)+(+)= ١٢١٧ص٢٢س

م نواتج التعلّ

اشتقاق صور معادلة الدائرة

المختلفة واستخدامها، سواء

أُعطى المركز ونصف القطر أم

دة. أُعطيت نقاط محدّ

نصف قطر الدائرة هو
المسافة بين المركز ونقطة

تقع على الدائرة.

المركز هو منتصف القطر.

نصف قطر الدائرة هو
المسافة بين المركز ونقطة

تقع على الدائرة.

١٨٢

- ٤

- ٤

١٨٤



 — معادلة الدائرة )٢(

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

٣ بما أنّ ثلاث نقاط على الدائرة معلومة، استخدم 

 : بما أنّها تمرّ بالنقطة 

وبتبسيطها نحصل على  …… )١(

 : وبما أنّها تمرّ بالنقطة 

وبتبسيطها نحصل على  …… )٢(

 : وبما أنّها تمرّ بالنقطة 

وبتبسيطها نحصل على  …… )٣(

ا نحصل على  و و وبحلّ )١( و)٢( و)٣( آنيًّ

إذن، معادلة الدائرة المطلوبة هى 

أوجد معادلات الدوائر الآتية.

١ دائرة مركزها  وتمرّ بالنقطة 

٢ دائرة النقطتان  و طرفا قطرٍ فيها

٣ دائرة تمرّ بالنقاط الثلاث  و و

أوجد معادلات الدوائر الآتية.

١ دائرة مركزها  وتمرّ بالنقطة 

٢ دائرة مركزها  وتمرّ بالنقطة 

٣ دائرة مركزها  وتمرّ بنقطة الأصل

٤ دائرة مركزها نقطة الأصل وتمرّ بالنقطة 

٥ دائرة النقطتان  و طرفا قطرٍ فيها

٦ دائرة النقطتان  و طرفا قطرٍ فيها

٧ دائرة النقطتان  و طرفا قطرٍ فيها

٨ دائرة النقطتان  و طرفا قطرٍ فيها

٩ دائرة تمرّ بالنقاط الثلاث  و و

١٠ دائرة تمرّ بالنقاط الثلاث  و و

١١ دائرة تمرّ بالنقاط الثلاث  و و

ى★ التحدِّ

ين ذَ اء القلب خريطةً للنشاط الكهربى لأُ أثناء دراسة الفسيولوجيا الكهربية للقلب، يرسم أطبّ

المريض لتحديد نقطة منشأ اضطراب النظم القلبى. وتنتشر جبهة الموجة للشذوذ الكهربى إلى

ة. الخارج فى دائرة تامّ

دة على شبكة ات محدّ ثطارُ رسم الخرائط مرورَ الموجة الكهربية عبر ثلاثة إحداثيات مجسّ ويرصد قِ

تشخيصية:

المجس ٣: المجس ٢: المجس ١: 

نها هذه الموجة الكهربية لتعيين مركزها )بؤرة اضطراب أوجد المعادلة الرياضية للدائرة التى تكوّ

النظم( ونصف قطرها.

++++= ٠نصمسل٢ص٢س

(,) ١١++×+×+= ١
٢

١
٠ن١م١ل٢

+++= ٢٠نمل

(,−) ٢١+(−)+×+×(−)+= ٢
٢

١
٠ن١م٢ل٢

−++= ٥٠نمل٢

(,) ٣٢++×+×+= ٣
٢

٢
٠ن٢م٣ل٢

+++= ١٣٠نم٢ل٣

=− −=٥ل ٤ن=١م

+−−+= ٢ص٢س
٤٠صس٥

ل
وِ
حا

(−,) ٣١(,−) ٤٢

(,) ٣٤(,−) ٥٢

(,) ٠١(−,) ١٢(,) ٣١

ب تدرَّ

(,−) ١٣(−,) ٣٠

(−,) ٤١(,−) ٣٢

(,−) ٢١

(,−) ٤٣

(,) ٤٧(−,−) ٢١

(,−) ٤٢(−,−) ٦٢

(−,) ٣٠(−,) ١٢

(−,) ٣٦(,−) ٣٢

(,) ٠٠(−,) ١١(,) ٢٤

(−,) ٤٦(,) ٠٨(,−) ٣١

(,) ١١(,−) ٥١(−,−) ٣٧

(,) ٠٢(,) ٢٠(,) ٤٦

ض بالنقاط الثلاث الواقعة عوِّ
على الدائرة لتكوين نظام

معادلات.

د صورةٌ بعينها، ما لم تُحدَّ
يمكنك تركها على هذه

الصورة.

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى حلّ

شوا ٣ ثم ناقِ السؤال 
الإجابة.

١٨٣

١٧- ٤

١٨٥



- — معادلة الدائرة )٣(

١٨
الرياضيات

معادلة الدائرة )٣(
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

أوجد معادلات الدوائر الآتية.

١ دائرة مركزها  وتمسّ محور 

ا ى  و معً ٢ دائرة تمرّ بالنقطة  وتمسّ محورَ

٣ دائرة يقع مركزها على المستقيم  وتمرّ بالنقطتين  و

١ بما أنّ مركز الدائرة معلوم، استخدم 

أوجد نصف قطر هذه الدائرة برسم شكل توضيحى.

من الشكل المقابل، نصف قطر هذه الدائرة يساوى 

إذن، معادلة الدائرة المطلوبة هى 

ق الشروط المعطاة. ا يحقّ ٢ ارسم شكلً

. من الشكل المقابل، إحداثيا ليكن نصف قطر الدائرة المطلوبة  حيث 

. المركز هما 

ن معادلةً فى نصف القطر. ثم لإيجاد نصف القطر، كوِّ

: وبما أنّ هذه الدائرة تمرّ بالنقطة 

وبتبسيطها نحصل على 

وبحلّها نحصل على 

، تكون معادلتا الدائرتين المطلوبتين: وبملاحظة أنّ 

 ، 

ر.! ا للتصوّ ا توضيحيًّ ا شكلً عند إيجاد معادلة دائرة تمسّ أحد المحورين، ارسم دائمً

يمكن إيجاد نصف قطر الدائرة التى تمسّ محور  أو محور  من المسافة بين المركز!

ونقطة التماس.

ظ! لاحِ

صس

دّ استعِ

(,−) س٤٢

(−,) صس٢١
=− (,)سص ٥٢(−,) ٢٣

طريقة الحلّ

(−)+(−)= ٢نق٢بص٢أس

٢

(−)+(+)= ٤س
٢ص٢

٢
٤

نق<نق

(−,) نقنق

(−,) ٢١

√(−+)+(−)= ٢٢١٢

(−+)+(−)= ٢
٢٢٢

−+= ٢
٦٥٠

=, ١٥نق

٠نق<

(+)+(−)= =(−)+(+)١٢١ص١٢س ٥٢٢٥ص٥٢س

م نواتج التعلّ

اشتقاق صور معادلة الدائرة

المختلفة واستخدامها، سواء

أُعطى المركز ونصف القطر أم

دة. أُعطيت نقاط محدّ

المسافة بين المركز ونقطة
التماس.

نصف القطر هو المسافة بين
المركز ونقطة تقع على الدائرة.

ربِّع الطرفين.

١٨٤

 و

 و

١٨ ٤

- ٤
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نقنق

١
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 — معادلة الدائرة )٣(

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

، يمكن وضع إحداثيَّى مركز ٣ بما أنّ المركز يقع على المستقيم 

. الدائرة المطلوبة على الصورة 

: . وبما أنّ هذه الدائرة تمرّ بالنقطة  وليكن نصف القطر  حيث 

)١( …… 

: ا بالنقطة  وبما أنّها تمرّ أيضً

)٢( …… 

ا نحصل على  و وبحلّ )١( و)٢( آنيًّ

إذن، معادلة الدائرة المطلوبة هى 

أوجد معادلات الدوائر الآتية.

١ دائرة مركزها  وتمسّ محور 

ا ى  و معً ٢ دائرة تمرّ بالنقطة  وتمسّ محورَ

٣ دائرة يقع مركزها على المستقيم  وتمرّ بنقطة الأصل وبالنقطة

أوجد معادلات الدوائر الآتية.

١ دائرة مركزها  وتمسّ محور 

٢ دائرة مركزها  وتمسّ محور 

٣ دائرة مركزها  وتمسّ محور 

٤ دائرة مركزها  وتمسّ محور 

٥ دائرة مركزها  وتمسّ محور 

٦ دائرة مركزها  وتمسّ محور 

ا ى  و معً ٧ دائرة تمرّ بالنقطة  وتمسّ محورَ

ا ى  و معً ٨ دائرة تمرّ بالنقطة  وتمسّ محورَ

ا ى  و معً ٩ دائرة تمرّ بالنقطة  وتمسّ محورَ

١٠ دائرة يقع مركزها على المستقيم  وتمرّ بالنقطتين  و

١١ دائرة يقع مركزها على المستقيم  وتمرّ بالنقطتين  و

=− سص

(,−) أأ

(,)٠نق<نق ٥٢

√(−)+(+)= أ٥
٢

أ٢
نق٢

(−)+(+)= أ٥
٢

أ٢
٢نق٢

(−,) ٢٣

√(−−)+(+)= أ٢
٢

أ٣
٢

ر

(−−)+(+)= أ٢
٢

أ٣
٢نق٢

٢نق=١أ=
٢٥

(−)+(+)= ١س
١ص٢

٢
٢٥

ل
وِ
حا

(−,) ص٢٣
(,) صس١٢

=+ ٥سص

(,) ١٢

ب تدرَّ

(−,) س١٤
(,−) س٣٤

(,−) س٥٤
(−,) ص١٦

(,−) ص٢٥

(−,−) ص٣٤
(−,−) صس١٢

(−,−) صس٢١

(,−) صس٨١
=+ (,)١سص ٣٤

(,) ١٤

=− (,)٦س٢ص ٣٧

(−,) ١٣

ى★ التحدِّ

يدور حاملُ جهاز العلاج

الإشعاعى القوسى فى مسار

دٌ دائرى، ومركز دورانه مقيَّ

. ويجب بالحركة على محور 

أن يقطع المسارُ نقطتَى

تَين هما معايرة مكانيَّ

. أوجد  و

معادلة الدائرة على الصورة

المعيارية، ومركز دورانها،

ونصف قطر الحزمة بالضبط.

ن معادلةً فى نصف القطر. كوِّ

بما أنّنا نوجد معادلة دائرة،

. ٢نقيكفينا إيجاد 

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى حلّ

شوا ٣ ثم ناقِ السؤال 
الإجابة.

س

(−,) (,)١٢٢ن ٢١١ن

١٨٥

-١٨ ٤

١٨٧



١٩-٤ — شروط تكوين الدائرة

١٩-٤
الرياضيات

شروط تكوين الدائرة
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

أوجد مجموعة قيم الثابت  بحيث تمثّل المعادلة 
دائرة.

بتحويل  نحصل على:

وبتبسيطها نحصل على:

وتمثّل هذه المعادلة دائرةً عندما 

وبحلّها نحصل على  أو 

أوجد مجموعة قيم الثابت  بحيث تمثّل المعادلة 
دائرة.

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد مجموعة قيم الثابت  بحيث تمثّل المعادلة  دائرة.

٢ أوجد مجموعة قيم الثابت  بحيث تمثّل المعادلة

 دائرة.

٣ أوجد مجموعة قيم الثابت  بحيث تمثّل المعادلة

 دائرة.

ل المعادلة  إلى الصورة! عندما تُحوَّ

 )ثابت(، فإذا كان )الثابت( < ٠ فإنّ هذه المعادلة تمثّل دائرة.

ظ! لاحِ

++++= ٠نصمسل٢ص٢س

(−)+(−)= أس
٢

٢بص

دّ استعِ

=+++−+ك ٦٠ك٤صك٢سك٢٢ص٢س

طريقة الحلّ

+−+++= ٢ص٢س
٦٠ك٤صك٢سك٢

(−)−+(+)−++= ٢ك٢كص٢ك٢كس
٦٠ك٤

(−)+(+)=−− ٢كص٢كس
٢ك٢

٦ك٤

−−> ٢ك٢
٦٠ك٤

<− ٣ك<١ك

ل
وِ
حا

=++−++ك ٢٦٠ك٤صك٤سك٢٢ص٢س

ب تدرَّ

=+−++ك ٠كصس٢٢ص٢س

ك

++−++= ٦٠ك٢٨صك٢سك٢٦ص٢س

ك

++−(+)++= ٢ص٢س
٢ك٤ص٣ك٢سك٢

١٠

م نواتج التعلّ

تحديد الشروط اللازمة لتكوين

معادلة الدائرة.

ى★ التحدِّ

ا امٌ فوق-صوتىٌّ آلىٌّ حدًّ يولّد لحّ
له المعادلة: للإجهاد الصوتى تمثّ

ولوجود حدٍّ دائرىٍّ حقيقىٍّ مستقرٍّ
للأمان حول الآلة، يجب أن يكون
ا نصف قطر هذه المعادلة عددً

ا. أوجد بالضبط ا موجبً حقيقيًّ
مجموعة قيم ثابت ضبط القدرة 

التى تضمن أن تمثّل هذه المعادلة
دائرةً حقيقية.

ل إلى الصورة حوِّ

)ثابت(.

(−)+(−)= ٢بص٢أس

إذا كان )الثابت( < ٠ فهى دائرة.

++− صك٢س٢٦ص٢س

+−+= ٢ك٢
٩٠ك٤

ك

١٨٦١٨٨



٢٠-٤ — نقاط تقاطع الدائرة والمستقيم )١(

٢٠-٤
الرياضيات

نقاط تقاطع الدائرة والمستقيم )١(
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد إحداثيَّى نقطتَى تقاطع الدائرة  والمستقيم 

٢ أوجد عدد نقاط تقاطع الدائرة  والمستقيم 

ها، حلّ معادلتَى الدائرة! عند إيجاد إحداثيات نقاط التقاطع بين دائرة ومستقيم أو عددِ

والمستقيم آنيًّا.

تين. • عند إيجاد الإحداثيات، أوجد حلول المعادلتين الآنيَّ

. ز  ق من إشارة المميِّ ن معادلةً تربيعية وتحقّ • عند إيجاد عدد النقاط، كوِّ

إشارة 

لا توجد نقاطنقطة واحدةنقطتانعدد نقاط التقاطع

العلاقة الموضعية بين
الدائرة والمستقيم

يتقاطعان فى نقطتين
انمختلفتين لا توجد نقاط تقاطعيتماسّ

ظ! لاحِ

ف

٠ف>٠ف=٠ف<ف

دّ استعِ

(+)+= ٢س
٢ص٢

١٠=−+ ١س٢ص

+= ٢ص٢س
٢−+= ٣٠صس

م نواتج التعلّ

حساب نقاط التقاطع بين

الدائرة والمستقيم.

١٨٧

٠٢

١٨٩



— نقاط تقاطع الدائرة والمستقيم )١(

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

ا. ١ حلّ معادلتَى الدائرة والمستقيم آنيًّ

{
)١( …… 

)٢( …… 

وبالتعويض بـ)٢( فى )١( وتبسيطها نحصل على:

وبحلّها نحصل على 

، وعندما  يكون  ومن )٢(: عندما  يكون 

إذن، إحداثيا النقطتين المطلوبتين هما 

ا. ٢ حلّ معادلتَى الدائرة والمستقيم آنيًّ

{
)١( …… 

)٢( …… 

من )٢(:  …… ‏)٢(′

وبالتعويض بـ)٢(′ فى )١( وتبسيطها نحصل على:

: ز هذه المعادلة  وليكن مميِّ

إذن، عدد نقاط التقاطع صفر

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد إحداثيَّى نقطتَى تقاطع الدائرة  والمستقيم 

٢ أوجد عدد نقاط تقاطع الدائرة  والمستقيم 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد إحداثيات نقاط التقاطع للدوائر والمستقيمات الآتية.

)أ(  ، 

)ب(  ، 

)جـ(  ، 

٢ أوجد عدد نقاط التقاطع للدوائر والمستقيمات الآتية.

)أ(  ، 

)ب(  ، 

)جـ(  ، 

طريقة الحلّ

(+)+= ٢س
٢ص٢

١٠

=−+ ١س٢ص

−= ٢س٥
٥٠

=± ١س

−=١س= −=١ص ٣ص=١س

(,−),(−,) ١١١٣

+= ٢ص٢س
٢

−+= ٣٠صس

=+ ٣سص

++= ٢س٢
٧٠س٦

ف

=−××=−< ٦ف
٢

٤٢٧٢٠٠

ل
وِ
حا

+= =+٢٤ص٢س ٢صس

+= ٢ص٢س
١٠=− ٥س٢ص

ب تدرَّ

+= −=٢١٠ص٢س ١٠س٣ص

+= =+−٢٥ص٢س ٥٠صس٢

(−)+= =−+٢١٠ص١٢س ١٠ص٣س

+= +=٢٥ص٢س ٢سص

+= =−+٢٢ص٢س ٦٠ص٣س٢

(+)+(−)= =++٢٢٥ص١٢س ٢٠ص٢س

ية. ض فى المعادلة الخطّ عوِّ

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٨٨

 ٢٠-٤

١٩٠



٢١ — نقاط تقاطع الدائرة والمستقيم )٢(

٢١
الرياضيات

نقاط تقاطع الدائرة والمستقيم )٢(
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ إذا كانت الدائرة  والمستقيم  يتقاطعان فى نقطتين

. مختلفتين، فأوجد مجموعة قيم الثابت 

ان، فأوجد قيمة نصف ٢ إذا كانت الدائرة  والمستقيم  يتماسّ

. قطر الدائرة 

ز. ا واستخدم المميِّ ١ بما أنّ معادلة المستقيم مجهولة، حلّ معادلتَى الدائرة والمستقيم آنيًّ

، ز هذه المعادلة  وليكن مميِّ

وبحلّها نحصل على 

ا:! كيف تُحلّ المسائل التى تكون فيها العلاقة الموضعية بين الدائرة والمستقيم شرطً

ز بناءً على العلاقة الموضعية: • إذا كانت معادلة المستقيم مجهولة، استخدم المميِّ

ان  ، لا توجد نقاط تقاطع يتقاطعان فى نقطتين مختلفتين  ، يتماسّ

) • إذا كان نصف قطر الدائرة مجهولًا، استخدم علاقة المقارنة بين )نصف القطر 
و)المسافة  بين مركز الدائرة والمستقيم( بناءً على العلاقة الموضعية.

العلاقة الموضعية بين

الدائرة والمستقيم

يتقاطعان فى نقطتين
انمختلفتين لا توجد نقاط تقاطعيتماسّ

علاقة المقارنة بين  و

ظ! لاحِ

٠ف=⟹٠ف<⟹

٠ف>⟹

نق
د

دنق>دنق=دنق<در

دّ استعِ

+= −=٢٥ص٢س كس٢ص

ك

+= =−+٢نق٢ص٢س ٥٠صس٢

نق

طريقة الحلّ

−+−= ٢س٥
٢كسك٤

٥٠

ف

=(−)−××(−) ٢ك٤ف
٢ك٤٥

٥

=−+> ٢ك٤
١٠٠٠

−<< ٥ك٥

م نواتج التعلّ

حساب نقاط التقاطع بين

الدائرة والمستقيم.

عندما يتقاطعان فى نقطتين
. ٠ف<مختلفتين يكون 

١٨٩

-٤

- ٤

١٩١



 — نقاط تقاطع الدائرة والمستقيم )٢(

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

٢ بما أنّ نصف قطر الدائرة مجهول، أوجد المسافة  بين مركز الدائرة  والمستقيم.

إذن، 

حلّ المسائل الآتية.

. ان، فأوجد قيمة الثابت  ١ إذا كانت الدائرة  والمستقيم  يتماسّ

٢ إذا كانت الدائرة  والمستقيم  ليس بينهما نقاط تقاطع،

. فأوجد مجموعة قيم نصف قطر الدائرة 

حلّ المسائل الآتية.

. ان، فأوجد قيمة الثابت  ١ إذا كانت الدائرة  والمستقيم  يتماسّ

٢ إذا كانت الدائرة  والمستقيم  ليس بينهما نقاط تقاطع،

. فأوجد مجموعة قيم الثابت 

٣ إذا كان للدائرة  والمستقيم  نقاط تقاطع، فأوجد مجموعة قيم

. الثابت 

ان، فأوجد قيمة نصف قطر والمستقيم  يتماسّ ٤ إذا كانت الدائرة  

. الدائرة 

٥ إذا كانت الدائرة  والمستقيم  يتقاطعان فى نقطتين

. مختلفتين، فأوجد مجموعة قيم نصف قطر الدائرة 

ى★ التحدِّ

ة رادار ساحلية نطاق تغطيتها منطقةً دائرية مركزها نقطة الأصل:  ترسم محطّ

ية:  ويسير ممرٌّ ملاحىٌّ دولىٌّ مستقيم وفق المعادلة الخطّ

ا عن الممرّ الملاحى، فلا ولمراعاة قوانين الخصوصية البحرية، يجب أن تبقى إشارة الرادار بعيدةً تمامً

، أوجد بالضبط توجد بينهما نقاط تقاطع. وبما أنّ نصف القطر مسافةٌ فيزيائية موجبة 

ق هذا الفصل. مجموعة قيم نصف القطر  التى تحقّ

(,)د ٠٠

=
×+×−

√+
د

|٢٠١٠٥|

٢٢١٢

=
−

√

|٥|

٥

=√٥

نق√=

ل
وِ
حا

+= ٢ص٢س
٤=+ م٤سمص

+= =−−٢نق٢ص٢س ١٠٠ص٣س

نق

ب تدرَّ

+= +=٢٨ص٢س ممسص

+= +=٢١٠ص٢س نس٣ص

ن

+= +=٢٥ص٢س مس٢ص

م

+= +=٢نق٢ص٢س ٢سص

نق

+= =+−٢نق٢ص٢س ١٧٠صس٤

نق

+= ٢نق٢ص٢س

+−= ١٠٠ص٤س٣

(>) ٠نق

نق

. ان يكون  دنق=عندما يتماسّ

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٩٠

٢١ - ٤

٥

١٩٢



٢٢-٤ — طول الوتر

٢٢-٤
الرياضيات

طول الوتر
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد طول الوتر الذى تقطعه الدائرة  على المستقيم 

٢ أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون طول القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتَى تقاطع الدائرة

 والمستقيم  يساوى 

ر. ا للتصوّ ا توضيحيًّ لًا شكلً ١ بما أنّها مسألة إيجاد طول وتر، ارسم أوّ

ليكن  طول العمود المرسوم من مركز الدائرة  على المستقيم

:

، وليكن  نصفَ طول الوتر المطلوب. وبما أنّ نصف قطر الدائرة 

فمن نظرية فيثاغورس:

 ، ومن  يكون 

إذن، طول الوتر المطلوب هو 

ا واستخدم نظرية! ا توضيحيًّ لًا شكلً فى المسائل التى تتطلّب إيجاد طول الوتر، ارسم أوّ

فيثاغورس. لتكن  نصف قطر الدائرة، و طولَ العمود المرسوم من مركز الدائرة على الوتر، و

فه، يكون  نصفَ طول الوتر. وبما أنّ العمود المرسوم من مركز الدائرة على الوتر ينصّ

.

ظ! لاحِ

دنق

ل

=+ ٢ل٢د٢نق

دّ استعِ

+= ٢ص٢س
٤+−= ١٠صس

ك

+= =+−٢٣ص٢س ٠٢كصس

طريقة الحلّ

(,)د ٠٠

+−= ١٠صس

=
×+×−

√+
=

√
د

|١٠١٠١|

١٢١٢

١

٢

٢ل

=− ٢ل
٢

٢د٢

=−
(


√

)




٢ل
٤

١

٢

٢

٢٧ل=

٢
=٠ل<

√
ل

١٤

٢

=√ ١٤ل٢

م نواتج التعلّ

حساب طول الوتر المشترك

الناتج من تقاطع الدائرة

والمستقيم.

طول العمود هو المسافة
بين النقطة والمستقيم.

١٩١١٩٣



 — طول الوتر

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

٢ بما أنّ القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتَى تقاطع الدائرة  والمستقيم

ر. ا للتصوّ ا توضيحيًّ ا، ارسم شكلً ن وترً  تكوّ

ليكن  طول العمود المرسوم من مركز الدائرة  على المستقيم

:

)١( …… 

، فمن نظرية ا، بما أنّ نصف طول الوتر  ونصف قطر الدائرة  وأيضً

فيثاغورس:

 ، ومن  يكون  …… )٢(

من )١( و)٢(: 

إذن، 

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد طول الوتر الذى تقطعه الدائرة  على المستقيم

٢ أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون طول القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتَى تقاطع الدائرة

 والمستقيم  يساوى 

حلّ المسائل الآتية.
١ أوجد طول الوتر الذى تقطعه الدائرة  على المستقيم 

٢ أوجد طول الوتر الذى تقطعه الدائرة  على المستقيم

٣ أوجد طول الوتر الذى تقطعه الدائرة  على المستقيم 

٤ أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون طول القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتَى تقاطع الدائرة

 والمستقيم  يساوى 

٥ أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون طول القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتَى تقاطع الدائرة

 والمستقيم  يساوى 

ى★ التحدِّ

أوجد قيمة الثابت  بحيث يكون طول القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتَى تقاطع الدائرة

 والمستقيم  يساوى 

+= ٢ص٢س
٣

−+= ٠كصس

(,)د ٠٠

−+= ٠كصس

=
×+(−)×+

√+(−)
د

|ك١٠١٠|

١٢١
٢

=

√
د

|ك|

٢

٣√١

=(√)− ٢د
٣

٢

١
٢

٢د=
√=٠د<٢ ٢د

√
=√

|ك|

٢
٢

= ٢|ك|

=± ٢ك

ل
وِ
حا

(−)+(+)= ٢س
١ص٢

٢
٩

+−= ٥٠ص٢س

ك

+= +=٢١٦ص٢س ٢√كسص

ب تدرَّ

+= =−٢١٠ص٢س ٥صس٢

(−)+(−)= ١٢٥ص٢٢س

+= ٤صس

+= ٢ص٢س
٣−= ٢صس

ك

+= +=٢١٠ص٢س ٤٢√كسص

ك

(−)+= +=٢٥ص١٢س ٣٢√كسص

ك

++−−= ٢ص٢س
+=٧٠ص٢س٤ ٤كسص

عند إزالة علامة القيمة
. ف  ±المطلقة، أضِ

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٩٢

 

٢٢-٤

١٩٤



٢٣-٤ — المماسّ للدائرة

٢٣-٤
الرياضيات

المماسّ للدائرة
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

ات الآتية. أوجد معادلات المماسّ

١ المماسّ للدائرة  عند النقطة 

٢ المماسّ المرسوم من النقطة  إلى الدائرة 

، ١ بما أنّ نقطة التماسّ هى 

٢ ليكن إحداثيا نقطة التماسّ 

معادلة المماسّ هى 

، فإنّ  …… )١( وبما أنّه يمرّ بالنقطة 

، فإنّ  …… )٢( ا، بما أنّ نقطة التماسّ تقع على  وأيضً

ا. حلّ )١( و)٢( آنيًّ

من )١(:  …… ‏)١(′

وبالتعويض بـ)١(′ فى )٢( نحصل على 

وبحلّها نحصل على 

، وعندما  يكون  وبالتعويض فى )١(′: عندما  يكون 

ين المطلوبتين  و ، تكون معادلتا المماسَّ إذن، بما أنّ نقطة التماسّ هى  أو 

معادلة المماسّ للدائرة  عند النقطة  الواقعة عليها هى:!

ى نقطة التماسّ! ر إحداثيَّ لإيجاد معادلة المماسّ المرسوم من نقطة لا تقع على الدائرة، اعتبِ

.

ظ! لاحِ

+= (,)٢ص٢س بأ

+= ٢نقصبسأ

(,) بأ

دّ استعِ

+= ٢ص٢س
٢٥(,) ٤٣

(,) =+١٣ف ٢٥ص٢س

طريقة الحلّ

(,) ٤٣

+= ٢٥ص٣س٤

بأ,)

+= ٥صبسأ

(,) =+١٣ف ٥ب٣أ

+= ٢ص٢س
٥+= أ

٢
٢ب

٥

=−+ ٥ب٣أ

(−+)+= ٥ب٣
٢ب٢

٥

=, ١٢ب

−=٢ب=٢أ=١ب= ١أ

(,) ٢١(−,) ١٢+= ٥صس٢

−+= ٥ص٢س

م نواتج التعلّ

اشتقاق معادلة المماسّ

للدائرة.

١٩٣

عندما تنصّ المسألة على
»عند ~«.

عندما تنصّ المسألة على
»عند نقطة معطاة«.

)

٢نق

١٩٥



 — المماسّ للدائرة

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

ات الآتية. أوجد معادلات المماسّ

١ المماسّ للدائرة  عند النقطة 

٢ المماسّ المرسوم من النقطة  إلى الدائرة 

ات الآتية. أوجد معادلات المماسّ

١ المماسّ للدائرة  عند النقطة 

٢ المماسّ للدائرة  عند النقطة 

٣ المماسّ للدائرة  عند النقطة 

٤ المماسّ المرسوم من النقطة  إلى الدائرة 

٥ المماسّ المرسوم من النقطة  إلى الدائرة 

٦ المماسّ المرسوم من النقطة  إلى الدائرة 

ى★ التحدِّ

ل فى رةٌ ذاتية القيادة للتوصيل تتنقّ طائرةٌ مسيَّ

انٌ دائرىٌّ للجهد ساحةٍ صناعية. وفى الساحة خزّ

العالى مركزه نقطة الأصل، ومنطقةُ الخطر حوله

لها المعادلة:  تمثّ

وتحوم الطائرة الآن عند نقطة تمركزٍ إحداثياها

. ولتفحص المحيط بأمان دون دخول

ه مستشعراتها منطقة الخطر، عليها أن توجّ

ا من موضعها الحالى. البصرية على مسارٍ مماسٍّ للدائرة تمامً

د بالضبط إحداثيَّى النقطتين اللتين ين المتاحين للطائرة، وحدِّ ى النظر المماسَّ أوجد معادلتَى خطَّ

يلامسان عندهما حدَّ منطقة الخطر.

ل
وِ
حا

+= ٢ص٢س
٣٤(,) ٥٣

(−,) ٢٤+= ٢١٠ص٢س

ب تدرَّ

+= (−,)٢١٠ص٢س ٣١

+= (−,−)٢٢٩ص٢س ٥٢

+= (,−)٢٥ص٢س ٢١

(−,) ١٣+= ٢٥ص٢س

(,) ٢١+= ٢١ص٢س

(,) ٢٦+= ٢ص٢س
٢٠

+= ٢ص٢س
٢٠

(,) ٢٦ف

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٩٤

٢

 

٠

 ٢٣-٤

١٩٦



٢٤ — العلاقة الوضعية بين دائرتين

٤- ٤
الرياضيات

العلاقة الوضعية بين دائرتين
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ اذكر العلاقة الوضعية بين الدائرة  والدائرة 

ا. ٢ أوجد معادلة الدائرة التى مركزها  وتمسّ الدائرة  داخليًّ

العلاقة الوضعية بين دائرتين )مراجعة الرياضيات أ(!

 ، نصف قطر الدائرة  حيث  ، و  لتكن  نصف قطر الدائرة 

يهما. العلاقة الوضعية بين الدائرتين والعلاقة بين  و المسافة بين مركزَ

و هى كالآتى:

اخارجيتان عن بعضهما ان خارجيًّ تتقاطعان عند نقطتينتتماسّ

ا ان داخليًّ إحداهما داخل الأخرىتتماسّ

ظ! لاحِ

′<م′نق′منق دنقنق

نق′نق

د

+′< =′+دنقنق ′+>>′−دنقنق نقنقدنقنق

−′= <′−دنقنق دنقنق

دّ استعِ

+= ٢ص٢س
٤(−)+= ٤س

٢ص٢
٩

(,) ٣١(−)+(+)= ١س
٣ص٢

٢
٥

م نواتج التعلّ

تحديد العلاقة الوضعية بين

دائرتين: منفصلتين، أو

تين، أو متقاطعتين. متماسّ

١٩٥

٢

- ٤

١٩٧



 — العلاقة الوضعية بين دائرتين

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

، ى الدائرتين هما  و ١ بما أنّ مركزَ

ى الدائرتين  و على الترتيب، ى قطرَ وبما أنّ نصفَ

فمن 

إذن، الدائرتان تتقاطعان عند نقطتين

، ٢ بما أنّ مركز الدائرة  هو 

. ا، فإنّ  ان داخليًّ وبما أنّ الدائرتين تتماسّ

، ونصف قطر الدائرة  هو 

وبما أنّ  يكون 

إذن، 

إذن، معادلة الدائرة المطلوبة هى 

حلّ المسائل الآتية.

ب بالحرف. ١ اختر العلاقة الوضعية للدائرتين الآتيتين من أ إلى هـ، وأجِ

)أ( الدائرة  والدائرة 

)ب( الدائرة  والدائرة 

ا ان داخليًّ ا    جـ. تتماسّ ان خارجيًّ    ب. تتماسّ أ.

هـ. تتقاطعان عند نقطتين د. إحداهما داخل الأخرى    

ا. ٢ أوجد معادلة الدائرة التى مركزها  وتمسّ الدائرة  خارجيًّ

طريقة الحلّ

(,) ٠٠(,) ٤٠

=√(−)+(−)= ٤٠٢٠٠٢٤د

٢٣

−<<+ ٣٢٤٣٢

−
′<<+′ دنق

(−)+(+)= (−,)٣٢٥ص١٢س ١٣

=√(−)+{−(−)}=√ ٣١٢١٣٢٢٥د

−
د=′

(−)+(+)= ٥√٣٢٥ص١٢س

٥√=′د٥>√

−√=√ ٥٢٥

=√٣٥

(−)+(−)= ١٢٤٥ص٣٢س

ل
وِ
حا

+= =(−)+(−)٢٩ص٢س ٤٢٤ص٣٢س

(−)+= =−++٢٥٢ص١٢س ٣ص٦س٢٢ص٢س

(−,−) ٣٩(+)+(+)= ٥٢١ص٦٢س

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١٩٦

نقنقنق

نقنق

نق

نق

نق

٢٤ - ٤

متباعدتان

١٩٨



 — العلاقة الوضعية بين دائرتين

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

ب بالحرف. ، وأجِ ١ اختر العلاقة الوضعية للدائرتين الآتيتين من أ إلى هـ

)أ( الدائرة  والدائرة 

)ب( الدائرة  والدائرة 

)جـ( الدائرة  والدائرة 

)د( الدائرة  والدائرة 

ا ان داخليًّ ا    جـ. تتماسّ ان خارجيًّ    ب. تتماسّ أ.

هـ. تتقاطعان عند نقطتين د. إحداهما داخل الأخرى    

ا. ٢ أوجد معادلة الدائرة التى مركزها  وتمسّ الدائرة  داخليًّ

ى★ التحدِّ

أوجد معادلة الدائرة التى مركزها  وتمسّ الدائرة 

ا. خارجيًّ

ب تدرَّ

+= =+(−)٢٤ص٢س ٢١ص١٢س

+= =(−)+(+)٢١٨ص٢س ٢٢٢ص٢٢س

(+)+= ٣س
٢ص٢

١٦+−−−= ٢ص٢س
٨٠ص٨س٢

+(−)= =−++٣٢٤٥ص٢س ٣ص٢س٢٢ص٢س

(,−) ٣٩(−)+= ٢٩ص٣٢س

(−,−) ١٢+−−+= ٤٠ص٤س٢٤ص٢س

١٩٧

٢٤ - ٤

متباعدتان

١٩٩



٢٥-٤ — نقاط تقاطع دائرتين

٢٥-٤
الرياضيات

نقاط تقاطع دائرتين
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معادلة المستقيم المارّ بنقطتَى تقاطع الدائرتين  

٢ أوجد إحداثيَّى نقطتَى تقاطع الدائرتين  ،

ا: ١ بحلّ معادلتَى الدائرتين آنيًّ

{
)١( …… 

)٢( …… 

بطرح )٢( من )١( نحصل على:

إذن، المعادلة المطلوبة هى:

ا: ٢ بحلّ معادلتَى الدائرتين آنيًّ

{
)١( …… 

)٢( …… 

بطرح )٢( من )١( نحصل على:

)٣( …… 

وبالتعويض بـ)٣( فى )١( نحصل على:

وبالتعويض بهاتين القيمتين فى )٣(:

عندما  يكون 

عندما  يكون 

إذن، إحداثيا نقطتَى التقاطع هما

لإيجاد إحداثيات نقاط تقاطع دائرتين، أو معادلة المستقيم المارّ بنقاط التقاطع، أنشئ!

لَّها. معادلات آنية وحُ

ظ! لاحِ

دّ استعِ

+= ٢ص٢س
٤

++−= ٩ص٤س٢٢ص٢س

+= =−++٢١٠ص٢س ٥صس٢٢ص٢س

طريقة الحلّ

+= ٢٤ص٢س

++−= ٩ص٤س٢٢ص٢س

−+=− ٥ص٤س٢

=− ص
١

٢
س

٥

٤

=− ص
١

٢
س

٥

٤

+= ٢١٠ص٢س

++−= ٥صس٢٢ص٢س

−+= ٥صس٢

=+ ٥س٢ص

+(+)= ٥٢١٠س٢٢س

++= ١٥٠س٢٢٠س٥

++= ٣٠س٢٤س

=−,− ٣١س

=− −=٣س ١ص

=− ٣ص=١س

(−,−),(−,) ٣١١٣

م نواتج التعلّ

إيجاد إحداثيات نقاط تقاطع

دائرتين.

١٩٨

،

٢٠٠



 — نقاط تقاطع دائرتين

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معادلة المستقيم المارّ بنقطتَى تقاطع الدائرتين  

٢ أوجد إحداثيَّى نقطتَى تقاطع الدائرتين  

حلّ المسائل الآتية.

١ أوجد معادلة المستقيم المارّ بنقطتَى تقاطع الدائرتين الآتيتين.

)أ( الدائرتان  

)ب( الدائرتان  

٢ أوجد إحداثيَّى نقطتَى تقاطع الدائرتين  

ى★ التحدِّ

ار. دتا الاتجاهات طائرةً بدون طيّ تا رادار متعدّ ب محطّ تتعقّ

ة »ألفا« النطاق  ى محطّ تغطّ

ة »بيتا« النطاق  ى محطّ وتغطّ

ى الرادارين بالضبط، أوجد نقاط تقاطع حدود ولتحديد المواضع التى تنتقل عندها الطائرة بين نطاقَ

إشارتَيهما.

ل
وِ
حا

+= ٢٦ص٢س

+++= ٩ص٣س٢٣ص٢س

+= =(−)+(−)٢٤ص٢س ٢٢١٦ص٤٢س

ب تدرَّ

+= =+−+٢١٠ص٢س ٣ص٦س٢١٢ص٢س

+= =+(−)٢٤ص٢س ٢٤ص١٢س

+= =(−)+(−)٢٥ص٢س ٢٢١ص٢٢س

+= ٢ص٢س
٢٥

(+)+(+)= ٥س
٥ص٢

٢
٦٥

تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى

٢ ثم حلّ السؤال 

شوا الإجابة. ناقِ

١

،

،

،

،

 ٢٥-٤

٢٠



٤ — دائرة تمرّ بنقاط تقاطع دائرتين

٤
الرياضيات

دائرة تمرّ بنقاط تقاطع دائرتين
الفصل الرابع   الهندسة والمعادلات

الفصل الرابع — الهندسة والمعادلات

ة بنقطتَى تقاطع الدائرتين  و أوجد معادلة الدائرة المارّ
. وبالنقطة 

الشكل المارّ بنقطتَى تقاطع هاتين الدائرتين يمكن التعبير عنه بـ

)١( …… 

: وبما أنّ الدائرة تمرّ بالنقطة 

إذن، 

وبالتعويض بها فى )١( وإجراء الحساب نحصل على:

إذن، 

ة بنقطتَى تقاطع الدائرتين  و أوجد معادلة الدائرة المارّ
، وبنقطة الأصل.

حلّ المسائل الآتية.

ة بنقطتَى تقاطع الدائرتين  و ١ أوجد معادلة الدائرة المارّ

. ، وبالنقطة 

ة بنقطتَى تقاطع الدائرتين  و ٢ أوجد معادلة الدائرة المارّ

. ، وبالنقطة 

ة بنقطتَى تقاطع الدائرتين  و ٣ أوجد معادلة الدائرة المارّ

. ، وبالنقطة 

منحنى يمرّ بنقطتَى تقاطع الدائرتين  و!

 يمكن التعبير عنه كما يلى:

ى  ، يساويان ! د من أنّ معاملَ عند كتابة المعادلة النهائية للدائرة، تأكّ

ظ! لاحِ

++++= ٠رصقسف٢ص٢س

++++= ٠نصمسل٢ص٢س

(++++)+(++++)= ٠نصمسل٢ص٢سرصقسف٢ص٢سك

٢ص٢س
١

دّ استعِ

+−−+= ٢ص٢س
٥٠ص٦س٢

+= (,)٢٥ص٢س ٣٠

طريقة الحلّ

(+−−+)+(+−)= ٢ص٢سك
٢ص٢س٥ص٦س٢

٥٠

(,) ٣٠

(+−×−×+)++−= ٣ك
٢

٠
٢

٢٣٦٠٥٣
٢

٠
٢

٥٠

+= ٤٠ك٨

=− ك
١

٢

+++−=
١

٢
٢١س

٢
ص٣س٢ص

١٥

٢
٠

+++−= ٢ص٢س
١٥٠ص٦س٢

ل
وِ
حا

+−−−= ٨٠ص٢س٢٤ص٢س

+= ٢٤ص٢س

ب تدرَّ

+−−+= ٣٠ص٤س٢٢ص٢س

+= ٢ص٢س
٤(,) ٣٠

+−−= ٠ص٨س٢٦ص٢س

+−= (,−)٢١٠ص٢س ٣٢

+−−= ٠ص٢س٢٢ص٢س

+−−+= (,)١٢٠ص٤س٢٦ص٢س ٤٠

م نواتج التعلّ

إيجاد معادلة الدائرة المارّة

بنقاط تقاطع دائرتين أخريين.

ى★ التحدِّ

أوجد معادلة الدائرة المارّة
بنقطتَى تقاطع الدائرتين

،

. وبالنقطة 

اضرب إحدى المعادلتين فى 
فها إلى المعادلة الأخرى. وأضِ
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تعاون مع زميلك

تعاون مع مجموعتك فى حلّ

شوا ل« ثم ناقِ قسم »حاوِ
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وزارة التربية والتعليم والتعليم الفني

فريق الإعداد والاعتماد

   
   

 

 

 
 

 

ج  

الإشراف العام
د. جبريل أنور حميدة

رئيس الإدارة المركزية لتطوير المناهج

جميع الحقوق محفوظة لوزارة التربية والتعليم والتعليم الفني - 2026 / 2027
ينه في نظام لاسترجاع المعلومات أو نقله بأي صورة أو وسيلة، لا يجوز إعادة إنتاج أي جزء من هذا الكتاب أو تخز

ير أو التسجيل أو غير ذلك، من دون إذن كتابي مسبق من وزارة التربية والتعليم والتعليم الفني. إلكترونية أو بالتصو

   

 

المراجعون

 

التحريري والمدير  المشروع  قائد 

Maki Komizo

والمؤلفون المحررون 
Tomoaki Tsunoyama

Yukihiro Kawakubo
Yosihito Kosaka

Ritsu Igarashi

المصممون

Sayaka Higuchi

أ.د جلال محروس معتمد

أ. سامح عبد الباسط السید

أ.د احمد عبد القادر
أ.د محمد محمد علي
أ.د طھ محمد مرسي
أ. منال عباس احمد
د. محمد محي الدین

أ. عثمان مصطفي عثمان
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